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1. Einleitung
In den dicht besiedelten Städten unserer Zeit ist der Abstand zwischen den Bebauungen
klein. Besonders in großen Städten stehen die Häuser fast alle dicht nebeneinander. Diese
dichte Besiedlung verursacht gegenseitige Störungen und Belästigungen wie z.B. Lärm,
Verkehrserschütterungen und andere Vibrationen und Schwingungen. In vielen Länden
gibt es hoch entwickelte Industrie mit erschütterungsempfindlichen Instrumenten, die vor
diesen Störungen geschützt werden müssen.
Werden in näherer oder weiterer Entfernung eines Gebäudes Schwingungen oder Stöße
eingeleitet (Emission), pflanzen sich diese im Boden in unterschiedlichen Wellenformen
fort (Transmission) und können an und in baulichen Anlagen Schwingungen auslösen.
Ursache der Emission können Schwingungen oder Stöße schwerer Maschinen, Straßen-
und Schienenfahrzeuge, Ramm- oder Sprengtätigkeiten u.a. sein. Am besten ist es,
wenn man durch eine schwingungsisolierte Aufstellung von Produktionsanlagen die
Emission an der Quelle weitgehend unterdrückt. Dies gelingt auch bei Verkehrsanlagen
wie U-Bahnen. Ein wichtiges Forschungsthema betrifft die Isolierung oder Abminderung
von Vibrationen und Schwingungen auf empfindliche Bauten und Industrieanlagen.
Gebäude können geschädigt, Nutzer belästigt und Produktionsanlagen in ihrer Funktion
beeinträchtigt werden. Die Beurteilung der Transmission ist wegen der Inhomogenität
des Bodens und wegen der allgemeinen Morphologie und Bebauung des Geländes
schwierig. Der Boden wirkt dabei wie ein Frequenzfilter. In vielen Fällen weist die
obere Bodenschicht ausreichende Homogenität und Mächtigkeit auf, so dass das ideale
Halbraummodell für bodendynamische Analysen ausreichend genau und somit geeignet
ist. Ist der Boden nach Setzung unter Auflast ausreichend konsolidiert und sind die mit
den Wellenbewegungen einhergehenden Verzerrungen genügend klein, so ist die Annahme
eines elastischen Kontinuums gerechtfertigt. Durch Barrieren (Gräben, Spundwände)
lässt sich die Transmission beeinflussen. In dieser Arbeit wird die Abschirmung von
Vibrationen durch einen Isolationsgraben behandelt. Je nach Position unterscheidet
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man aktive und passive Gräben. Der aktive Isolationsgraben liegt in der Nähe der
Störquelle. Seine Funktion ist es, die Ausbreitung der Wellen zu vermindern. Der
passive Isolationsgraben liegt in der Nähe des Objektes, das vor den Schwingungen
geschützt werden soll. Folgende Parameter können die Wirksamkeit des Isolationsgrabens
beeinflussen: die Lage, die Abmessungen des Isolationsgrabens und die mechanischen
Eigenschaften des Füllmaterials. Ziel dieser Arbeit ist es, durch numerische Berechnung
des Systems ’Fundament-Baugrund-Isolationsgraben’ den Einfluss dieser Parameter auf
der Effizienz der Schwingungsisolierung zu untersuchen. Die Reaktion von Gebäuden ist
nicht Gegenstand der Arbeit.
Als numerisches Verfahren wird die Rand-Element-Methode (REM) angewendet.
Diese bietet sich hier vor allem aus zwei Gründen an:
• Das vorliegende Wellenausbreitungsproblem macht eine dreidimensionale
Untersuchung erforderlich. Bei Anwendung der REM ist im Gegensatz zur Finite-
Elemente-Methode (FEM) nur die Diskretisierung der Oberfläche des betrachteten
Gebietes erforderlich.
• Die Abstrahldämpfung im halb-unendlichen oder unendlichen Raum wird automatisch
erfüllt.
Die Parameterstudie wird an einem System mit zwei Fundamenten (Erreger und
Empfänger) durchgeführt. Dabei wird ein passiver Isolationsgraben in der Nähe des
Empfängerfundamentes angeordnet.
Zusätzlich zur Parameterstudie wird das numerische Verfahren dieser Arbeit auch
auf ein System mit mehreren Erregern angewendet. Es handelt sich dabei um
eine auf Brückenpfeilern geführten Trasse für einen Hochgeschwindigkeitszug. Zur
Reduzierung der Rechenzeit für dieses relativ große System wird ein zweistufiges
Berechnungsverfahren entwickelt.
2
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2.1. Erschütterungen
Erschütterungen breiten sich im Boden in Form von Wellen aus. Man unterscheidet
verschiedene Arten von Wellen: Raumwellen (Kompressionswellen, Scherwellen) und
Oberflächenwellen (Rayleighwellen und Love-wellen). Für die Übertragung von
Erschütterungen sind in erster Linie die Rayleighwellen maßgebend.
Um die Erschütterungen abzuschirmen können verschiedene Maßnahmen angewendet
werden. Man unterscheidet dabei aktive Systeme, deren Ziel es ist, dass die
Erschütterungen von der Quelle nicht (bzw. vermindert) in den Baugrund eingeleitet
werden oder sich im Baugrund nicht weiter ausbreiten. Im Gegensatz dazu bezeichnet man
Systeme, die das erschütterungsempfindliche Objekt abschirmen als passive Systeme.
1) Aktive Systeme:
• Weiche Stahlfedern mit hydraulischen Schwingungsdämpfern [58] : Ihre
Funktion ist, die Erregungskraft auf den Baugrund zu reduzieren.
• Isolationsgraben (Abb. 2.1): In der Nähe der Erschütterungsquelle wird ein
Graben bzw. Schlitz angeordnet, der entweder leer bleibt oder z.B. mit Beton
gefüllt wird. Er soll die Ausbreitung der Wellen abschirmen.
• Steifer Einbaukörper unter dem Erreger [37] (Abb. 2.2): Je nach Tiefe
des Einbaukörpers und Wellengeschwindigkeit des Bodens kann man eine
Grenzfrequenz ermitteln. Bei dem aktiven System wird die Ausbreitung der
Wellen, deren Frequenzen tiefer als die Grenzfrequenz sind, verhindert.
2) Passive Systeme:
• Kombiniertes Feder-Dämpfer-Element [47] : Ziel dieser Methode ist es, den
3
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Empfänger vom schwingenden Baugrund abzukoppeln.
• Isolationsgraben (Abb. 2.1): Er schirmt das erschütterungsempfindliche
Fundament ab.
• Steifer Einbaukörper unter dem Empfänger (Abb. 2.2): Die Wellen, deren
Frequenzen tiefer als die Grenzfrequenz sind, werden durch den Einbaukörper
abgeschirmt und können den Empfänger kaum beeinflussen.
Erreger Empfänger
Dynamische Belastung
Erreger Empfänger
Dynamische Belastung
aktiv passiv
∞
Isolationsgraben Isolationsgraben
∞
Abbildung 2.1.: Veranschaulichung der Isolierungssysteme mit Isolationsgraben
Einbaukörper
Erreger Empfänger
Dynamische Belastung
Einbaukörper
Erreger Empfänger
Dynamische Belastung
aktiv passiv
∞ ∞
Abbildung 2.2.: Veranschaulichung der Isolierungssysteme mit Einbaukörper
Die nachträgliche Anordnung von Stahlfedern oder Einbaukörpern ist relativ
aufwendig. Isolationsgräben können jedoch auch nachträglich mit geringerem Aufwand
erstellt werden.
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2.2. Wahl der Untersuchungsmethode
Um die Wirkung eines Isolationsgrabens zu untersuchen, muss die Wellenausbreitung
im Boden berechnet werden. Es handelt sich um ein dreidimensionales, dynamisches
Problem im halb-unendlichen Raum. Der Boden stellt einen inhomogenen Körper dar,
dessen Materialverhalten im allgemeinen nicht elastisch ist. Eine numerische Behandlung
der Wellenausbreitung mit vertretbarem Aufwand macht Idealisierungen erfordlich: Der
Boden wird als homogener, isotroper und linearelastischer Körper angesehen. Auch mit
diesen Idealisierungen ist aufgrund der komplizierten Randbedingungen, die sich durch
den Isolationsgraben ergeben, eine analytische Lösung nicht möglich. Zur numerischen
Behandlung stehen verschiedene Verfahren zur Auswahl.
Die zur Zeit am häufigsten benutzten numerischen Methoden sind die Finite-
Differenzen-Methode (FDM), die Finite-Elemente-Methode (FEM) und die Rand-
Element-Methode (REM). Die ersten beiden Methoden beinhalten weniger
Schwierigkeiten um nichtlineare Probleme zu lösen. Jedoch muss man das ganze System
aufteilen, wodurch bei großen Systemen lange Rechenzeiten auftreten. Die Rand-
Element-Methode kann mit Hilfe von Grundlösungen und Randintegralgleichungen zur
Lösung vieler mechanischer und technischer Probleme angewendet werden. Die größten
Vorteile sind :
• Die Dimension des Problems reduziert sich: In FDM und FEM muß der ganze Bereich
diskretisiert werden. Bei der REM muß man nur den Rand diskretisieren. Das bedeutet,
dass bei dreidimensionalen Problemen nur zweidimensionale Elemente auftreten und
bei zweidimensionalen Problemen nur eindimensionale Elemente. Daher ist die Anzahl
der Eingabedaten und Gleichungen geringer. Weil die Diskretisierung nur am Rand
vorliegt, ist die Genauigkeit an den weiter vom Rand liegenden Stellen größer. Die
Verschiebungen und Spannungen sind im System stetig und stetig differenzierbar.
• Die Abstrahlungsbedingungen im halb-unendlichen oder unendlichen Raum werden
automatisch erfüllt. Wenn man die FDM oder FEM benutzt, kann der Raum nur
bis zu einem begrenzten Abstand diskretisiert werden. An den Grenzen werden die
Wellen reflektiert und gebrochen, wenn nicht spezielle Elemente zur Simulation der
Abstrahlungsbedingungen verwendet werden. Bei der REM entsteht keine künstliche
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Reflektionsgrenze im System. Das ist auch der wichtigste Vorteil der REM.
Der größte Nachteil der REM ist, dass man sie nur anwenden kann wenn die
entsprechende Grundlösung existiert, was in der Regel nur bei geometrisch und
physikalisch linearen Problemen der Fall ist. Deswegen ist die Anwendung der REM
nicht so flexibel wie der FDM und FEM.
In den vergangenen zwei Jahrzehnten wurde die REM angewendet um dynamische
Probleme zu untersuchen. Ein dynamisches Problem kann im Frequenzbereich oder im
Zeitbereich analysiert werden.
Wenn die Untersuchung im Zeitbereich durchgeführt wird, muss nicht nur der
Raum sondern auch die Zeit diskretisiert werden. Es können beliebige transiente
Belastungen angesetzt werden; die systematische Untersuchung verschiedener Lastfälle
ist jedoch relativ aufwendig. Bei stationären Problemen bietet sich die Untersuchung im
Frequenzbereich an. Auch instationäre Probleme können durch Fourier-Transformation in
den Frequenzbereich transformiert werden. Die instationäre Belastung wird dabei durch
Überlagern von harmonischen Belastungen mit unterschiedlicher Amplitude (Spektrum)
angenähert. Im Frequenzbereich ist das Problem nicht mehr zeitabhängig. Das System
ist für die einzelnen Frequenzen des Spektrums im stationären Zustand und kann wie ein
statisches Problem betrachtet werden. Der Vorteil dabei ist, dass das Problem einfacher
und eine systematische Parameteruntersuchung möglich ist. Die Ergebnisse können durch
die inverse Fourier-Transformation in den Zeitbereich zurücktransformiert werden.
2.3. Literaturübersicht
Um einen Vergleich der eigenen Arbeit mit den bisherigen Forschungen zu ziehen, werden
in diesem Abschnitt einige Arbeiten im einzelnen vorgestellt.
2.3.1. Berechnungen im Frequenzbereich
• Zweidimensionales System
Abascal und Dominquez [1] wenden die REM an, um die Vibration eines
belasteten Fundamentes zu analysieren. Das System ist zweidimensional und mehrere
6
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Bodenschichten werden betrachtet. Ahmad und Al-Hussaini [3, 7] untersuchen
die Wirkung eines Isolationsgrabens im zweidimensionalen System. Sie erstellen
ein einfaches Modell, um die Reduzierung der Amplitude abschätzen zu können.
Beskos, Dasgupta und Vardoulakis [22, 23] diskutieren die Isolationsergebnisse
von leeren und gefüllten Isolationsgräben. Auch Beskos, Leung und Vardoulakis
[24] führen ähnliche Untersuchungen durch. Dabei wird der Einfluss von mehreren
Bodenschichten berücksichtigt. Das eigentlich dreidimensionale Problem wird in
den obigen Arbeiten zu einem zweidimensionalen Problem vereinfacht. In diesen
Untersuchungen werden daher nur Linienelemente angewendet. Die Anzahl der
Eingabedaten und die Rechenzeit sind wesentlich geringer. Aber der Einfluss der
dritten Dimension kann nicht berücksichtigt werden. Dies ist jedoch bei endlich langen
Isolationsgräben unbedingt erforderlich.
• Dreidimensionales System
Ahmad und Manolis [6] sowie Gaul, Klein und Plenge [43] wenden die REM
im dreidimensionalen System an, um die Reaktion eines belasteten Fundaments zu
analysieren.
Banerjee, Ahmad und Chen [16] untersuchen das Isolationsergebnis eines leeren
Isolationsgrabens im dreidimensionalen System. Sie wenden kontinuierliche
quadratische Elemente an. Damit kann bei geringer Knotenanzahl schon ein sehr
gutes Ergebnis erzielt werden. Beskos und Vardoulakis [25] untersuchen ein
ähnliches Problem. Der Einfluss von mehreren Bodenschichten wird in ihrer
Arbeit berücksichtigt. Dasgupta, Beskos und Vardoulakis [38, 39, 40] untersuchen
auch die Wirkung eines Isolationsgrabens im dreidimensionalen System mit nur
einer Bodenschicht. In ihren Arbeiten werden konstante Elemente angewendet, die
eine feinere Diskretisierung notwendig machen. Sie betrachten einige Beispiele
mit leeren oder gefüllten Isolationsgräben. Aus den Ergebnissen ist zu erkennen,
dass der leere Isolationsgraben die Vibrationen besser abmindert als der gefüllte
Isolationsgraben. In ihrer Arbeit sind die Abmessungen des Isolationsgrabens
und des Fundaments und der Abstand zwischen dem Fundament und dem
Isolationsgraben durch die Rayleighwellenlänge normiert. Das bedeutet, dass die
Frequenz nicht in die Berechnung eingeht. Bei der Interpretation der Ergebnisse für
7
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verschiedene Frequenzen ändern sich daher die Systemabmessungen proportional zur
Rayleighwellenlänge.
Karabalis und Mohammadi [54, 55, 67, 69] untersuchen die Wechselwirkung zwischen
Fundament-Boden-Fundament im dreidimensionalen System. In ihren Arbeiten wird
auch der Unterschied der „relaxed’’ und „non-relaxed’’ Randbedingungen untersucht.
Theoretisch muss man einen bestimmten Randbereich außerhalb der Fundamente
diskretisieren (non-relaxed Randbedingung). In diesem Fall sind die Randspannungen
außerhalb der belasteten Fundamente Null. Wenn man nur die senkrechten Belastungen
betrachtet und der Rand eine Ebene ist, dann ist der Einfluss der Elemente, die
außerhalb der Fundamente liegen, relativ klein. Daher kann man die Fläche,
die außerhalb der Fundamente liegt, bei der Diskretisierung weglassen (relaxed
Randbedingung).
2.3.2. Berechnung im Zeitbereich
Im zweidimensionalen System untersuchen Antes [8] sowie Antes und von Estorff
[10, 11] die Wellenausbreitung. Wenn ein leerer Isolationsgraben im untersuchten System
vorhanden ist, wird der hinter dem Graben liegende Bereich indirekt von den Wellen
beeinflusst. Dadurch wird die Laufzeit von der Quelle zum Zielpunkt länger als in dem
Fall ohne Graben. Dies muß berücksichtigt werden, wenn bei der numerischen Integration
nur die Bereiche erfasst werden, die aufgrund der Laufzeit der Welle bereits von dieser
beeinflusst werden.
Antes und von Estorff [12] untersuchen auch das Verhalten eines belasteten
unendlichen langen Fundaments mit Hilfe der REM. Der Einfluss von mehreren
Bodenschichten wird berücksichtigt.
Im dreidimensionalen System wenden Ahmad und Banerjee et al. [5, 17] ,
Karabalis und Beskos [52] sowie Mansur [64] die REM an, um die Reaktion eines
belasteten Fundamentes zu simulieren. Karabalis und Huang [53] untersuchen die
Wechselwirkungen zwischen Fundament-Boden-Fundament.
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2.3.3. Transformation des Ergebnisses vom Frequenzbereich in den
Zeitbereich
Man kann zuerst ein dynamisches Problem im Frequenzbereich lösen, dann werden
die Ergebnisse mit Hilfe der inversen Fourier-Transformation oder inversen Laplace-
Transformation in den Zeitbereich zurücktransformiert. Kobayashi und Nishimura [57]
untersuchen die Wechselwirkung zwischen Boden und Bauwerk im zweidimensionalen
System. Die inverse Fourier-Transformation wird angewendet um die Ergebnisse, die
im Frequenzbereich ermittelt wurden, in den Zeitbereich zu transformieren. Ahmad
und Banerjee [4] benutzen die REM, um einige dynamische Probleme zu lösen. Die
Laplace-Transformation wird angewendet um die Probleme zuerst in den Frequenzbereich
umzuwandeln. Nach der Berechung kann man die Ergebnisse mit Hilfe von inverser
Laplace-Transformation in den Zeitbereich zurücktransformieren. In der Arbeit von
Mohammadi und Karabalis [68] werden die direkt im Zeitbereich berechneten Ergebnisse
mit denen, die aus dem Frequenzbereich in den Zeitbereich transformiert werden,
verglichen. Die beiden Ergebnisse stimmen sehr gut überein.
2.3.4. Kopplung der FEM-REM
Weil die REM die Nicht-Homogenität und Nicht-Linearität schlecht wiedergeben kann,
wenden einige Forscher eine Behelfsmethode an, um die Nicht-Homogenität und
Nicht-Linearität zu simulieren. Antes et al. [9] und Chouw [37] benutzen die
FEM, um das Bauwerk zu diskretisieren. Chiang et al. [36] benutzen die FEM,
um den Bereich um Vibrationsquelle und Isolationsgraben zu diskretisieren. Der
restliche Bereich wird mit REM simuliert. Sie untersuchen die Abminderung der von
einem Hochgeschwindigkeitszug verursachten Schwingungen. Das System ist in ein
zweidimensionales System vereinfacht worden. Ihr Ergebniss zeigt, dass der leere
Isolationsgraben bei hohen Frequenzen die Schwingungen besser reduzieren kann. von
Estorff und Antes [79, 80] untersuchen die Isolation der Vibrationen. Die Untersuchungen
werden in zweidimensionalen Systemen und im Zeitbereich durchgeführt. In ihren
Arbeiten wird die Kopplungsmethode von FEM und REM angewendet. Wang und Schmid
[81] wenden auch eine Kopplung von FEM und REM an, um die Wechselwirkung
zwischen Fundament-Boden-Fundament zu simulieren.
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2.3.5. Grundlösungen des halb-unendlichen Raums
Außer Grundlösungen des unendlichen Raums kann man auch Grundlösungen des halb-
unendlichen Raums [18] anwenden. Der Vorteil ist, dass die lastfreie Bodenoberfläche
(z.B. bei der Untersuchung eines Tunnels) nicht mehr diskretisiert werden muss. Der
Nachteil ist, dass diese Grundlösungen sehr kompliziert sind. Wenn der untersuchte
Bereich die Bodenoberfläche ist, muss die Kontaktfläche, die zwischen dem Boden
und dem Fundament liegt, und der Isolationsgraben immer noch diskretisiert werden.
Qian und Beskos [73] wenden diese Grundlösungen des halb-unendlichen Raums an,
um die Wechselwirkung zwischen den Fundamenten im Frequenzbereich zu ermitteln.
Triantafyllidis [78] wendet diese Grundlösungen in einem Zeit-Analysebereich an.
2.4. Ziel der Arbeit
Die Literaturübersicht zeigt, dass bisher die Isolation der Vibrationen aus einem
belasteten Fundament und die Wechselwirkung von Fundament-Boden-Fundament
mehrfach untersucht wurde. Eine Untersuchung der Isolation der Vibrationen unter
Berücksichtigung der Wechselwirkung von Fundament-Boden-Fundament wurde bisher
aber noch nicht im dreidimensionalen Modell untersucht. Dies ist aber unerlässlich, um
die Abschirmwirkung eines endlich langen Isolationsgrabens beschreiben zu können.
In dieser Arbeit wird daher das vollstandige System Fundament-Boden-
Isolationsgraben-Fundament im dreidimensionalen Modell abgebildet. Eins der beiden
Fundamente wird durch eine harmonische Erregungskraft belastet. Für das andere
Fundament, das hinter einem passiven Isolationsgraben liegt, wird die Reduktion der
Amplitude bestimmt. Dabei werden folgende Parameter variiert:
• Erregerfrequenz
• Abmessungen des Isolationsgrabens und Abstand vom zu schützenden Fundament
• Mechanische Eigenschaften des Füllmaterials (einschließlich leerer Isolationsgraben)
• Mechanische Eigenschaften einer zweiten Bodenschicht
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Außerdem wird ein System mit mehreren Erregern untersucht. Als Beispiel
dient die auf Brückenpfeilern geführte Trasse eines Hochgeschwindigkeitszuges.
In einem Trassenabstand von ca. 175 m wird ein Isolationsgraben angeordnet,
für den verschiedene Füllmaterialien (einschließlich leer) untersucht werden. Die
unterschiedliche Trägerspannweite kann nicht nur die Anzahl der Erreger sondern auch
die Größe der Erregerkraft beeinflussen. Daher wird der Einfluss der unterschiedlichen
Trägerspannweite ebenfalls untersucht.
2.5. Vorgehensweise und Gliederung
In Kapitel 3 werden die Eigenschaften der Wellen im halb-unendlichen Raum vorgestellt,
um einen Überblick über die verschiedenen Ausbreitungsarten zu geben. Der Einsatz des
Isolationsgrabens wird anhand der Eigenschaften der Wellen begründet.
In Kapitel 4 werden die Herleitung der Randintegralgleichung und die Grundlösungen
vorgestellt. Um das dynamische Problem zu lösen, braucht man ebenfalls die
Randintegralgleichung des statischen Problems. Daher werden die Herleitungen der
Randintegralgleichungen des statischen und dynamischen Problems vorgestellt.
In Kapitel 5 folgen die Diskretisierung der Integralgleichung, Wahl der Randelemente
und die Berechnung der Integration. In der REM kann man kontinuierliche oder
diskontinuierliche Elemente anwenden. Nach Abwägung der Vor- und Nachteile der
verschiedenen Elemente wird das diskontinuierliche quadratische Element benutzt. Das
Integral analytisch zu lösen ist praktisch unmöglich, daher wird hier die Gauß-Quadratur
angewendet. Die singulären Integrale können jedoch nicht direkt mit Hilfe der Gauß-
Quadratur berechnet werden. Sie müssen zunächst in ein Polarkoordinatensystem
umgeschrieben werden. In dieser Arbeit wird die optimale Anzahl der Gaußpunkte durch
das Programm automatisch gewählt. Mit dieser automatischen Wahl kann viel Rechenzeit
gespart werden.
In Kapitel 6 werden die Randbedingungen von starren Fundamenten, Bodenschichten
und Isolationsgräben beschrieben. Das im Kapitel 4 erwähnte lineare Gleichungssystem
kann in eine Matrixgleichung umgeschrieben werden. Nach Einsatz der entsprechenden
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Randbedingungen können die unbekannten Randwerte durch die Matrizenrechnungen
ermittelt werden.
In Kapitel 7 wird zunächst eine Vergleichsrechnung durchgeführt, um die Richtigkeit
des entwickelten Programms zu überprüfen. Die Leistung der Methode der automatischen
Wahl der Integrationsordnungen wird ebenfalls kontrolliert. Es folgt die Parameterstudie
für das System Fundament-Baugrund-Isolationsgraben-Fundament.
In Kapitel 8 wird der Isolationsgraben für die Abminderung der von einem
Hochgeschwindigkeitszug verursachten Schwingungen angewendet. Eine zweistufige
Berechnungsmethode wird entwickelt. Der Einfluss von unterschiedlichen
Trägerspannweiten wird ebenfalls untersucht.
Kapitel 9 fasst die Ergebnisse zusammen und gibt einen Ausblick auf künftige
Forschungsaufgaben zu diesem Thema.
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3. Ausbreitung von Wellen im halb-unendlichen
Raum
Bodenschwingungen können nicht nur durch Erdbeben, sondern auch von Explosionen,
schwerem Verkehr, rotierenden Maschinen u.s.w. verursacht werden. Diese
Schwingungen breiten sich im Boden aus und haben Einfluss auf Bauwerke. Hierdurch
können Schäden an den Bauwerken verursacht werden. Um diese Phänomene zu
vermeiden muss man zuerst die Eigenschaften der Ausbreitung von Wellen erörtern.
In Wirklichkeit sind die Eigenschaften des Bodens sehr kompliziert, deswegen ist eine
Lösung der Verbreitungsprobleme der Wellen analytisch fast unmöglich. In diesem Kapitel
werden nur die Eigenschaften der Wellen im homogenen, isotropen und elastischen halb-
unendlichen Raum vorgestellt. Das praktische Problem wird in den folgenden Kapiteln
mit einer numerischen Methode behandelt.
3.1. Elastische Wellen im homogenen isotropen
halb-unendlichen Raum
Die im homogenen, isotropen, elastischen, halb-unendlichen Raum entstehenden Wellen
sind Raumwellen und Oberflächenwellen. Die Raumwellen bestehen aus
Kompressionswellen (auch als Primär- oder P-Welle bezeichnet) und Scherwellen (auch
Sekundärwelle oder S-Welle genannt). Die Rayleighwellen sind hier die einzigen
Oberflächenwellen. Die Eigenschaften der Raumwellen und der Oberflächenwellen
werden in den folgenden Abschnitten kurz vorgestellt.
3.1.1. Raumwellen
Die Bewegungsgleichung im homogenen isotropen elastischen Raum kann wie folgt
dargestellt werden.
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(λ+ µ)ui,ij + µuj,ii + fj = % u¨j (3.1)
Dabei sind
λ und µ die Laméschen Konstanten
u die Verschiebung
% die Dichte
f die Volumenkraft
‘‘,’’ die Ableitung in Bezug auf den Raum
‘‘.’’ die Ableitung in Bezug auf die Zeit
Der Einfluss der Volumenkraft kann vernachlässigt werden, deswegen kann die
Gl. (3.1) in die folgende Gleichung vereinfacht werden.
(λ+ µ)ui,ij + µuj,ii = % u¨j (3.2)
Wenn die Divergenz auf Gl. (3.2) angewendet wird, dann ergibt das die folgende
Gleichung.
4 (div u
∼
) =
1
c21
∂2
∂ t2
(div u
∼
) (3.3)
Das ist dann die sogenannte Wellengleichung. Dabei ist
c1 =
s
λ+ 2µ
%
(3.4)
(div u
∼
) bedeutet die Volumenänderung, deswegen erhält man aus Gl. (3.3) die
Volumenänderung mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c1. Man nennt diese Wellen
Kompressionswellen. Die Partikel bewegen sich in der Ausbreitungsrichtung der
Welle.(siehe Abb. 3.1)
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P-Welle
Kompressionen
Ungestörtes Medium
Dilatationen
Abbildung 3.1.: Kompressionswelle [26]
Die Rotation der Gl. (3.2) kann wie unten dargestellt werden.
4 (rot u
∼
) =
1
c22
∂2
∂ t2
(rot u
∼
) (3.5)
Dabei ist
c2 =
r
µ
%
(3.6)
(rot u
∼
) ist der Rotationsvektor. Das bedeutet, dass die Rotationswellen sich
mit der Geschwindigkeit c2 ausbreiten. Die Partikel bewegen sich senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung (siehe Abb. 3.2), deswegen nennt man diese Wellen Scherwellen.
Das Verhältnis zwischen c1 und c2 ist
c1
c2
=
s
λ+ 2µ
µ
=
r
2− 2 ν
1− 2 ν (3.7)
Dabei ist ν die Querkontraktionszahl. Weil 0 ≤ ν ≤ 1
2
ist, ergibt sich daraus c1 > c2.
Im elastischen unendlichen Raum gibt es nur die obigen zwei Arten von Wellen. Die
Kompressionswellen enthalten die Volumenänderung, aber keine Rotation. Sie breiten
sich mit der Geschwindigkeit c1 aus. Die Scherwellen enthalten nur Rotation, jedoch
keine Volumenänderung, und breiten sich mit der Geschwindigkeit c2 aus.
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S-Welle
Doppelte Amplitude
Wellenlänge
Abbildung 3.2.: Scherwelle [26]
3.1.2. Oberflächenwellen
Außer diesen zwei Wellenarten entstehen im elastischen halb-unendlichen Raum noch die
Oberflächenwellen. Diese Wellen sind auf die Nähe der Oberfläche des halb-unendlichen
Raums beschränkt. Mit den entsprechenden Randbedingungen kann man aus Gl. (3.2)
die Rayleighwelle herleiten. Die Partikel bewegen sich nicht mehr in einer geraden
Linie, sondern in einer Ebene. Die Bewegungslinie ist eine Ellipse. Die Rayleighwellen
entstehen nur im Oberflächengebiet. In der Tiefenrichtung reduziert sich der Einfluss
der Rayleighwellen sehr schnell. Das Verhältnis zwischen den Geschwindigkeiten der
Rayleighwelle und der Scherwelle kann wie folgend annähernd dargestellt werden. [44]
cR
c2
=
0, 87 + 1, 12 ν
1 + ν
(3.8)
Dabei ist cR die Geschwindigkeit der Rayleighwelle. Die Rayleighwellen breiten sich
etwas langsamer aus als die Scherwellen. Die Partikel bewegen sich sowohl vertikal als
auch horizontal in einer Ebene, die in der Ausbreitungsrichtung liegt. Die Pfeile in Abb.
3.3 zeigen an, dass die Partikel sich auf einer Ellipsenbahn bewegen. [26]
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Rayleighwelle
Abbildung 3.3.: Rayleighwelle [26]
3.1.3. Ausbreitung der Wellen unter Berücksichtigung von
unterschiedlichen Quellen
In diesem Abschnitt werden zwei Arten von Quellen betrachtet. Die eine ist die
Punktquelle, die andere ist die Linienquelle. Die beiden Quellen liegen auf der Oberfläche
des halb-unendlichen Raumes. Die Eigenschaften der Wellenausbreitung werden in den
folgenden Abschnitten vorgestellt. [46]
• Harmonische Punktbelastung : Von dem belasteten Punkt aus werden sich drei Arten
von Wellen ausbreiten. Die eine ist die Rayleighwelle. Deren horizontale und
vertikale Amplituden verringern sich exponentiell in die Richtung, die senkrecht zur
Oberfläche steht. In die Richtung, die parallel zu der Oberfläche steht, wird die
Amplitude der Rayleighwelle sich nur sehr langsam reduzieren. Die Reduzierung
ist umgekehrt proportional zu der Quadratwurzel des Abstandes zwischen der Quelle
und dem Empfangspunkt. Die anderen beiden Wellen sind Kompressionswellen und
Scherwellen. Die Abnahme der Amplituden der beiden Raumwellen innerhalb des
elastischen Raums ist umgekehrt proportional zu dem Abstand zwischen der Quelle und
dem Empfangspunkt. Im Oberflächenbereich nehmen die Amplituden der Raumwellen
umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes ab. Also bei großer Entfernung zur
Anregungsquelle besitzen die Raumwellen an der Oberfläche des Halb-Raums kleinere
Amplituden als die Rayleighwellen. An Punkten weit genug unter der Oberfläche
verursachen natürlich die Raumwellen das vorwiegende Reaktionsbild.
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• Harmonische Linienbelastung : In diesem Fall kann das Problem wie ein zwei-
dimensionales Problem betrachtet werden. Innerhalb des Raums nehmen die
Amplituden der Raumwellen umgekehrt proportional zu der Quadratwurzel des
radialen Abstandes zwischen der Linienquelle und dem Empfangspunkt ab. Im
Oberflächenbereich ist die Abnahme der Raumwellen umgekehrt proportional zum
radialen Abstand. Die Rayleighwellen werden im Oberflächenbereich nicht abnehmen.
Aus den obigen zwei Abschnitten kann man feststellen, dass die Eigenschaften der
Ausbreitung der Wellen im zweidimensionalen und dreidimensionalen System einen
großen Unterschied aufweisen. Deswegen wird die Untersuchung in dieser Arbeit im
dreidimensionalen System durchgeführt, um die echte dreidimensionale Wirkung zu
beobachten.
Im Oberflächenbereich haben die Rayleighwellen größeren Einfluss auf die Reaktion.
Wenn eine kleine starre Platte auf der Oberfläche des halb-unendlichen Raums vibriert,
wird 67 Prozent der eingesetzten Energie in die Rayleighwellen gehen, 26 Prozent in die
Scherwellen, und nur 7 Prozent in die Kompressionswellen. [46] Deswegen wird der
Isolationsgraben eingesetzt, um die Rayleighwellen zu reduzieren.
3.2. Wellen im halb-unendlichen Raum mit mehreren
Bodenschichten
Wie im obigen Abschnitt beschrieben wurde, entstehen im halb-unendlichen Raum mit
mehreren Bodenschichten auch die zwei Raumwellen und die Rayleighwelle. Aber
die Ausbreitung dieser Wellen in diesem System ist viel komplizierter, denn hier
werden die Wellen viel öfter reflektiert und gebrochen. Love hat die zusätzliche
Oberflächenwelle in diesem System gefunden.[44] Sie wurde später Love-Welle genannt.
Diese Welle entsteht nur in einem System mit mehreren Bodenschichten. Sie breitet
sich in der obersten Bodenschicht durch Reflektionen und Brechungen aus. Im
Gegensatz zu den anderen drei Wellen ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit abhängig
von der Frequenz. Ihre Geschwindigkeit liegt zwischen der Geschwindigkeit der
Scherwellen der ersten Bodenschicht und der Geschwindigkeit der Scherwellen der
zweiten Bodenschicht. Ihre Bewegungsform ist im wesentlichen dieselbe wie die der
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Scherwelle ohne Vertikalbewegung. Sie erfolgt unter einer seitlichen Verschiebung
in einer horizontalen Ebene parallel zur Erdoberfläche, aber im rechten Winkel zur
Ausbreitungsrichtung, wie aus der Abb. 3.4 erkennbar ist. [26]
Love-Welle
Abbildung 3.4.: Love-Welle [70]
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Um ein Problem zu beschreiben, wird zunächst ein mathematisches Modell -
also die Grundgleichung aufgestellt. In dieser Arbeit ist dies die Naviersche
Gleichung. Die Randelementmethode ist ein numerisches Verfahren zur Lösung partieller
Differentialgleichungen. Dabei ist der Ausgangspunkt nicht die Differentialgleichung,
sondern eine integrale Formulierung. Die Differentialgleichung ist eine lokale
Darstellung. Diese beschreibt den Zustand zu einem bestimmten Zeitpunkt an einer
bestimmten Stelle. Dagegen ist die Integralgleichung eine Darstellung, die sich auf den
gesamten Körper bezieht. Die Herleitung der Integralgleichung kann mit Hilfe des Satzes
von Betti oder des Verfahrens des gewichteten Restes durchgeführt werden. Danach
wird die Randintegralgleichung hergeleitet. Mit Hilfe der Randintegralgleichung und der
Randbedingungen kann man die unbekannten physikalischen Werte an den Randpunkten
ermitteln.
4.1. Die Grundgleichung
Wie in Abb. 4.1 dargestellt, ist V ein homogener Körper, der sich isotrop und
linearelastisch verhält. Es wird angenommen, dass der Rand S stückweise glatt ist.
Die Spannung σij in einem Punkt innerhalb des Körpers muss die
Gleichgewichtsbedingung
σij,i + fj = % u¨j (4.1)
erfüllen.
σij Spannung
fj : Volumenkraft
i, j = 1, 2, 3
% : Dichte
uj : Verschiebung
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Q
V(λ , µ)
n~x~
S
X 1
X 2
X 3
Abbildung 4.1.: Dreidimensionaler homogener isotroper linearelastischer Körper
Bei Gl. (4.1) bedeutet ’’,’’ die Ableitung in Bezug auf den Raum, und ’’·’’ bedeutet die
Ableitung in Bezug auf die Zeit.
Unter der Voraussetzung, dass die Verzerrung klein ist, haben die Verzerrungen und die
Verschiebungen folgende Beziehung :
εij =
1
2
(ui,j + uj,i) , (4.2)
dabei ist εij die Verzerrung.
Das Werkstoffgesetz (Hooke) liefert die Beziehung(Gl. (4.3)) zwischen Spannungs-
und Verzerrungstensor :
σij = λ εkk δij + 2µ εij (4.3)
Dabei sind λ und µ die Laméschen Konstanten.
δij ist das Kronecker-Delta-Symbol. Es hat die Eigenschaft:
δij =
½
1 , i = j
0 , i 6= j (4.4)
Wenn ni die im Punkt Q auf dem Rand S nach außen weisende Einheitsnormale ist,
dann ergibt sich nach dem Theorem von Cauchy zwischen der Randspannung tj und dem
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Spannungstensor die Beziehung
tj = σij ni (4.5)
Wird Gl. (4.2) in Gl. (4.3) eingesetzt, dann bekommt man die Beziehung zwischen
Spannung und Verschiebung.
σij = λuk,k δij + µ (ui,j + uj,i) (4.6)
Wenn Gl. (4.6) in Gl. (4.1) eingesetzt wird, dann folgt die Naviersche Gleichung [2, 66] :
(λ+ µ) ui,ij + µuj,ii + fj = % u¨j (4.7)
Wenn die Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Kompressions- und Scherwellen in
Festkörpern als c21 =
λ+2µ
%
bzw. c22 =
µ
%
bezeichnet werden, dann kann die Gl. (4.7)
wie folgt umgeschrieben werden.¡
c21 − c22
¢
ui,ij + c
2
2 uj,ii +
fj
%
= u¨j (4.8)
In dieser Arbeit werden nur stationäre Zustände betrachtet. Die Volumenkraft und
Verschiebung sind harmonisch. Das bedeutet, dass die Untersuchung im Frequenzbereich
durchgeführt werden kann. Das Problem wird dadurch wesentlich vereinfacht. Es kann
jetzt wie ein statisches Problem behandelt werden.
f
˜
= f¯
˜
(x
˜
, ω)e− iω t (4.9)
u
˜
= u¯
˜
(x
˜
, ω)e− iω t (4.10)
x
˜
: Ortsvektor
ω: Frequenz
t: Zeit
Wenn Gl. (4.9) und Gl. (4.10) in Gl. (4.8) eingesetzt werden, dann bekommt man
[13, 31]
¡
c21 − c22
¢
u¯i,ij + c
2
2 u¯j,ii +
f¯j
%
= −ω2 u¯j . (4.11)
Das ist die Grundgleichung im stationären Zustand.
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Zusammen mit den Randbedingungen beschreibt Gl. (4.11) das Verhalten eines
elastischen Körpers.
Nach den Randbedingungen kann man die Randwertprobleme in drei Kategorien
unterteilen.
1) Randspannungsrandwertproblem : Die Randspannungen sind bekannt.
t
˜
(x
˜
) = t0
˜
(x
˜
) , x
˜
∈ S (4.12)
2) Verschiebungsrandwertproblem : Die Verschiebungen am Rand sind
vorgeschrieben.
u
˜
(x
˜
) =u0
˜
(x
˜
) , x
˜
∈ S (4.13)
3) Gemischtrandwertproblem : In diesen Fall ist der Rand S = St + Su. An St sind
die Randspannungen bekannt und an Su sind die Verschiebungen vorgeschrieben.
t
˜
(x
˜
) = t0
˜
(x
˜
) , x
˜
∈ St
u
˜
(x
˜
) =u0
˜
(x
˜
) , x
˜
∈ Su
(4.14)
4.2. Überblick der Randelementmethode
Wie im letzten Abschnitt dargestellt, wird durch die Differentialgleichung und
Randbedingungen ein Problem beschrieben. Da die Randbedingungen und die Geometrie
des Problems meistens kompliziert sind, ist eine analytische Lösung in der Regel
unmöglich. Deswegen werden häufig numerische Methoden angewendet um solche
Probleme zu lösen.
In der Randelementmethode muss nur der Rand diskretisiert werden. Die
Voraussetzung zur Anwendung der Randelementmethode ist, dass eine entsprechende
Grundlösung bekannt ist. Die Grundlösung ist eine Funktion, die die Differentialgleichung
ohne Quelle (z.B. im elastostatischen Problem ohne Volumenkraft) auf allen Punkten
außerhalb des Lastpunkts erfüllt. Auf dem Lastpunkt, auf dem die Quelle liegt, muss
die Grundlösung die Differentialgleichung mit einer unendlichen Quelle erfüllen.
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Wenn die entsprechende Grundlösung besteht, dann kann man die Integralgleichung
herleiten. Die Herleitung der Integralgleichung kann mit Hilfe des Divergenzsatzes,
des Verfahrens des gewichteten Restes, der Greenschen Identität, des Satzes von Betti
usw. ausgeführt werden. Die Integralgleichungen, die mit Hilfe von verschiedenen
Verfahren hergeleitet werden, sind identisch. Diese Integralgleichung beschreibt die
Beziehung zwischen dem physikalischen Wert eines im analysierten Bereich liegenden
Punktes und der physikalischen Werte der Punkte am Rand. Wenn der im analysierten
Bereich liegende Punkt zum Rand geht, dann kann man die Randintegralgleichung
erhalten. Mit dieser Randintegralgleichung und den vorgeschriebenen Randbedingungen
kann man die übrigen unbekannten physikalischen Werte am Rand ermitteln. Wenn man
alle physikalischen Werte am Rand hat, dann kann man mit Hilfe der Integralgleichung
die physikalischen Werte eines beliebigen Punktes rechnen.
Da die Integrationen relativ kompliziert sind, wird hierzu eine numerische
Integrationsmethode angewendet. Der Rand wird in einigen Elementen diskretisiert.
Die physikalischen Werte und Koordinaten eines Punktes werden durch Interpolation
von den physikalischen Werten und Koordinaten der Elementknoten ermittelt. Für
jeden Elementknoten gibt es eine Randintegralgleichung. Ein Gleichungssystem kann
durch die Randintegralgleichungen aller Elementknoten gebildet werden. Die Hälfte der
physikalischen Werte der Elementknoten sind vorgeschrieben. Die andere Hälfte der
physikalischen Werte kann dann ermittelt werden. Der ganze Ablauf ist wie in der Abb.
4.2 dargestellt.
4.3. Grundlösungen
Die Grundlösung funktioniert wie eine Einflussfunktion. Diese beschreibt die Reaktion
eines beliebigen Punktes infolge einer Punktbelastung. In einem unendlichen Raum S∞
ist ein Punkt p(ξ
˜
). Er wird in der ei Richtung von einer Kraft F ∗i belastet. Auf dem
anderen Punkt q(x
˜
) in S∞ werden Verschiebungen und Spannungen verursacht. Die
Größen dieser verursachten Verschiebung, Spannung und Randspannung pro Einheitskraft
sind die Grundlösungen. Der Punkt p heißt Lastpunkt, und der Punkt q heißt Feldpunkt.
Uji(x
˜
, ξ
˜
,ω) beschreibt das Verschiebungsfeld. Sjki(x
˜
, ξ
˜
,ω) beschreibt das Spannungsfeld,
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Differentialgleichung
und Randbedingung
Herleitung der
Integralgleichung des
inneren Bereiches
Herleitung der
Randintegralgleichung
Diskretisierung des
Randes
Numerische Integration der
Randintegralgleichung
Zusammensetzung des
Gleichungssystems
Ermittlung der unbekannten
RandwerteErmittlung der
physikalischen Werte
eines beliebigen
inneren Punktes
Ende
Grundlösungen
Divergenzsatz,
Verfahren des
gewichteten Restes
usw.
Ermittlung
der physikalischen Werte
eines beliebigen inneren
Punktes
Ja
Nein
Numerische Integration der
Integralgleichung des
inneren Bereiches Randbedingungen
anderer
Punkt
Nein
Ja
Abbildung 4.2.: Flußdiagramm der Randelementmethode
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das Randspannungsfeld wird von Tji(x
˜
, ξ
˜
,ω) beschrieben. ξ
˜
und x
˜
sind respektive die
Ortsvektoren der Punkte p und q. Wenn Uji(x
˜
, ξ
˜
,ω) bekannt ist, dann können Sjki(x
˜
, ξ
˜
,ω)
und Tji(x
˜
, ξ
˜
,ω) mit Hilfe von Gl. (4.6) und Gl. (4.5) ermittelt werden.
p : Lastpunkt q : Feldpunkt
z∼
ξ∼
r =
-
∼ z∼
ξ∼
n∼
u2 , t2* *
u3 , t3* *
u1 , t1* *
F2*
F3*
F1*
x3
x2
x1
q
o
p
S∞
Abbildung 4.3.: Veranschaulichung der Grundlösung
Die Last F ∗i kann wie die Volumenkraft fi betrachtet werden. Das bedeutet
fi(x
˜
) = δ (x
˜
− ξ
˜
)F ∗i (ξ
˜
,ω) e− iω t (4.15)
Dabei ist δ (x
˜
− ξ
˜
) die Dirac-Deltafunktion. Die Definition der Dirac-Deltafunktion ist
wie folgt :
δ (x
˜
− ξ
˜
)
def
=



0 , wenn x
˜
6= ξ
˜
∞ , wenn x
˜
= ξ
˜
(4.16)
Sie hat folgende Eigenschaft :
Z
V
v
˜
(x
˜
)δ (x
˜
− ξ
˜
)dV (x
˜
) =



v
˜
(ξ
˜
) , wenn ξ
˜
innerhalb V
0 , wenn ξ
˜
außerhalb V (4.17)
dabei ist V der betrachtete Bereich.
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Wegen der Definition der Grundlösung und der linearen Elastizität können die
Verschiebung u∗j , Spannung σ∗jk und Randspannung t∗j wie folgt dargestellt werden.
u∗j(x
˜
,ω) = Uji (x
˜
, ξ
˜
,ω)F ∗i (ξ
˜
,ω) (4.18)
σ∗jk(x
˜
,ω) = Sjki (x
˜
, ξ
˜
,ω)F ∗i (ξ
˜
,ω) (4.19)
t∗j(x
˜
,ω) = Tji (x
˜
, ξ
˜
,ω)F ∗i (ξ
˜
,ω) (4.20)
Die entsprechenden Gleichungen von Gl. (4.1) und Gl. (4.7) können wie folgt
dargestellt werden :
σ∗ij,i + δ (x
˜
− ξ
˜
)F ∗j (ξ
˜
,ω) + %ω2 u∗j = 0 (4.21)
(λ+ µ) u∗i,ij + µu
∗
j,ii + δ (x
˜
− ξ
˜
)F ∗j (ξ
˜
,ω) + %ω2 u∗j = 0 (4.22)
Bei diesem Problem wird die Vollraumlösung angewendet. Diese Lösungen sind wie
folgt [67] :
Uij (x
˜
, ξ
˜
,ω) =
1
4π % c22
¡
a¯ δij − b¯ r,i r,j
¢
(4.23)
dabei ist
a¯ r = eiK2 r
µ
1 +
i c2
ω r
− c
2
2
ω2 r2
¶
− eiK1 r
µ
c22
c21
¶µ
i c1
ω r
− c
2
1
ω2 r2
¶
(4.24)
b¯ r = eiK2 r
µ
1 +
3 i c2
ω r
− 3 c
2
2
ω2 r2
¶
− eiK1 r
µ
c22
c21
¶µ
1 +
3 i c1
ω r
− 3 c
2
1
ω2 r2
¶
(4.25)
r = | x
˜
− ξ
˜
|
ri = xi − ξi
r,i =
ri
r
r,j =
rj
r
K1 =
ω
c1
, Kompressionswellenzahl
K2 =
ω
c2
, Scherwellenzahl
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und Uij ist wie unten gezeigt wird, symmetrisch.
Uij (x
˜
, ξ
˜
,ω) = Uji (x
˜
, ξ
˜
,ω) = Uij (ξ
˜
, x
˜
,ω) (4.26)
Die Randspannungsgrundlösung [67] ist
Tij (x
˜
, ξ
˜
,ω) =
1
4π
·µ
a¯,r −
b¯
r
¶ µ
δij
∂ r
∂ n
+ r,j ni
¶
−2 b¯
r
µ
nj r,i − 2 r,i r,j
∂ r
∂ n
¶
− 2 b¯,r
µ
r,i r,j
∂ r
∂ n
¶
+
µ
a¯,r − b¯,r −
2 b¯
r
¶ µ
c21
c22
− 2
¶
(r,i nj)
¸
. (4.27)
Dabei ist nk eine Komponente der am Feldpunkt q (x
˜
) nach außen weisenden
Einheitsnormale, r ist der Abstand zwischen Lastpunkt und Feldpunkt. Wenn p (ξ
˜
) und
q (x
˜
) der selbe Punkt ist, werden Gl. (4.23) und Gl. (4.27)singulär.
Wenn die Frequenz ω gegen Null geht , dann sind die Grundlösungen auch singulär.
In diesem Fall kann man die Grundlösungen vereinfachen, das ist die Kelvinsche Lösung
[31] :
U¯ij (x
˜
, ξ
˜
) =
1
16π µ (1− ν) r [(3− 4 ν) δij + r,i r,j] (4.28)
T¯ij (x
˜
, ξ
˜
) = − 1
8π (1− ν) r2
×
½
[(1− 2ν) δij + 3r,i r,j]
∂ r
∂ n
− (1− 2ν) (r,i nj − r,j ni)
¾
(4.29)
Dabei ist ν die Querdehnzahl.
Die Verschiebung und Randspannung können wie folgt dargestellt werden :
ui (x
˜
) = U¯ij (x
˜
, ξ
˜
) F¯j (ξ
˜
) (4.30)
ti (x
˜
) = T¯ij (x
˜
, ξ
˜
) F¯j (ξ
˜
) (4.31)
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σij,i + δ (x
˜
− ξ
˜
) F¯j (ξ
˜
) = 0 (4.32)
F¯j ist die an Punkt ξ
˜
in die Richtung j weisende statische Last.
Bis jetzt ist der Einfluss der Dämpfung nicht berücksichtigt worden. Die Dämpfung
kann auch berücksichtigt werden, wenn die Laméschen Konstanten wie folgt ersetzt
werden. [40]
λ∗ = λ (1 + 2iβ) (4.33)
µ∗ = µ (1 + 2iβ) (4.34)
Dabei sind
λ und µ die Laméschen Konstanten
β der hysteretische Dämpfungsgrad
λ∗ und µ∗ die modifizierten Laméschen Konstanten
4.4. Herleitung der Integralgleichung
Die Rand-Element-Methode kann in zwei Kategorien unterteilt werden.
• Direkte REM : Die Unbekannten sind die echten physikalischen Randwerte. Nach der
Ermittlung der Einflussmatrizen kann man direkt die Randwerte ermitteln.
• Indirekte REM : Die Unbekannten sind fiktive Werte. Nach der Ermittlung
der Einflussmatrizen ermittelt man zuerst die fiktiven Werte, dann kann man die
physikalischen Werte berechnen.
In dieser Arbeit wird die direkte REM benutzt. Die statischen und dynamischen
Integralgleichungen werden in dieser Arbeit angewendet, deswegen werden die
Herleitungen von beiden Integralgleichungen wie folgt vorgestellt.
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4.4.1. Statische Integralgleichung
Die direkte REM kann mit Hilfe des Satzes von Betti hergeleitet werden. Der Satz von
Betti lautet :[75]
Zwei Gleichgewichtssituationen eines elastischen Körpers werden betrachtet : die eine
mit Verschiebungen ui infolge der Volumenkräfte fi und Randspannungen ti; und die
andere mit Verschiebungen u∗i infolge der Volumenkräfte f∗i und Randspannungen t∗i .
Wir berechnen zuerst die Arbeit der Kräfte ohne Sternchen fi und ti , wenn sie auf die
Verschiebungen u∗i wirken. Diese Arbeit kann mit Hilfe der Gleichgewichtsgleichung
dargestellt werden.Z
S
ti u
∗
i dS +
Z
V
fi u
∗
i dV =
Z
S
σij nj u∗i dS −
Z
V
σij,j u∗i dV (4.35)
Wenn man den Divergenzsatz benutzt, dann kann man Gl. (4.35) folgendermaßen
umschreiben.Z
S
ti u
∗
i dS +
Z
V
fi u
∗
i dV =
Z
V
(σij u∗i ),j dV −
Z
V
σij,j u∗i dV (4.36)
Wenn die Ableitung von Gl. (4.36) durchgeführt wird, dann bekommt manZ
S
ti u
∗
i dS +
Z
V
fi u
∗
i dV =
Z
V
σij,j u∗i dV +
Z
V
σij u∗i,j dV −
Z
V
σij,j u∗i dV
=
Z
V
σij u∗i,j dV
=
Z
V
(λ εkk δij + 2µ εij)u∗i,j dV
=
Z
V
£
λ εkk u∗i,i + µ (ui,j + uj,i) u
∗
i,j
¤
dV
=
Z
V
¡
λ εkk ε∗ii + µui,j u
∗
i,j + µuj,i u
∗
i,j
¢
dV (4.37)
Außer im letzten Term in Gl. (4.37) sind die anderen Terme symmetrisch in den Variablen
mit und ohne Sternchen. Aber den letzten Term kann man wie folgt umschreiben durch
Austausch von i und j.
µ uj,i u
∗
i,j = µui,j u
∗
j,i = µu
∗
j,i ui,j (4.38)
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Dann kann man sehen, dass Gl. (4.37) in den Situationen mit und ohne Sternchen
symmetrisch ist. Daher erhält man die folgende Gleichung.Z
S
ti
³
x
∼
´
u∗i
³
x
∼
´
dS
³
x
∼
´
+
Z
V
fi
³
z
∼
´
u∗i
³
z
∼
´
dV
³
z
∼
´
=
Z
S
t∗i
³
x
∼
´
ui
³
x
∼
´
dS
³
x
∼
´
+
Z
V
f∗i
³
z
∼
´
ui
³
z
∼
´
dV
³
z
∼
´
(4.39)
Das ist die dritte Identität von Betti. Das heißt, wenn ein elastischer Körper von
zwei Kräftesystemen belastet wird, entstehen damit zwei Arbeiten. Die eine wird von
dem ersten System ti , fi auf die Verschiebung u∗i infolge des zweiten Kräftesystems
hervorgerufen, und die andere wird von dem zweiten Kräftesystem t∗i , f∗i auf die
Verschiebung ui infolge des ersten Kraftsystems herbeigeführt. Hierbei müssen die beiden
Arbeiten gleich sein.
Bei Gl. (4.39) ist x
∼
der Punkt am Rand S, und z
∼
ist der Punkt innerhalb des Gebietes
V . Es wird angenommen, dass das System mit Sternchen von einer Kraft F¯j auf Punkt ξ
∼
entstanden ist. Die Volumenkraft ist
f∗i
³
z
∼
´
= δij F¯j
µ
ξ
∼
¶
δ
µ
z
∼
− ξ
∼
¶
.
Ausgehend von Gl. (4.30) und Gl. (4.31) erhält man
u∗i
³
x
∼
´
= U¯ij
µ
x
∼
, ξ
∼
¶
F¯j
µ
ξ
∼
¶
t∗i
³
x
∼
´
= T¯ij
µ
x
∼
, ξ
∼
¶
F¯j
µ
ξ
∼
¶
.
Setzt man die obigen drei Gleichungen in Gl. (4.39) ein, dann bekommt manZ
S
T¯ij (x∼
, ξ
∼
) F¯j (ξ
∼
) ui (x∼
) dS (x
∼
)
+
Z
V
δij F¯j (ξ
∼
) δ (z
∼
− ξ
∼
)ui (z∼
) dV (z
∼
)
=
Z
S
ti (x∼
) U¯ij (x∼
, ξ
∼
) F¯j (ξ
∼
) dS (x
∼
)
+
Z
V
fi (z∼
)U¯ij (z∼
, ξ
∼
) F¯j (ξ
∼
) dV (z
∼
) . (4.40)
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Wenn F¯j (ξ
∼
) = 1 ist, dann kann Gl. (4.40) umgeschrieben werden [31] :
Z
S
·
U¯ij (x∼
, ξ
∼
) ti (x∼
)− T¯ij (x∼, ξ∼
)ui (x∼
)
¸
dS (x
∼
)
+
Z
V
fi (z∼
) U¯ij (z∼
, ξ
∼
) dV (z
∼
)
=



uj (ξ
∼
) , wenn ξ
∼
innerhalb des Gebiets
0 , wenn ξ
∼
außerhalb des Gebiets (4.41)
Das ist die sogenannte Somigliana Identität. Sie beschreibt die Beziehung zwischen dem
Verschiebungsfeld eines inneren Punktes, den Randspannungen, den Verschiebungen am
Rand und den Volumenkräften. Wenn der innere Punkt p (ξ
∼
) gegen einen RandpunktP (y
∼
)
geht, dann kann man die Randintegralgleichung herleiten. Zuerst erweitert man das Gebiet
wie in Abb. 4.4 gezeigt. P (y
∼
) ist ein Punkt am Rand. Das originale Gebiet ist V + S.
Das erweiterte Gebiet ist V + Vε + Σ, und Σ = S − S0 + Sε ist der erweiterte Rand.
Vε+ Sε ist ein Teil von der Kugel, deren Mittelpunkt P und Radius ε ist. Dann ist P (y
∼
)
jetzt ein innerer Punkt (Vgl.Abb. 4.4) . Es gibt keinen Singulärpunkt mehr. Dadurch kann
man direkt die Somigliana Identität Gl. (4.41) anwenden.
uj (y
∼
) =
Z
Σ=S−S0+Sε
·
U¯ij (x∼
, y
∼
) ti (x∼
)− T¯ij (x∼,
y
∼
) ui (x∼
)
¸
dS (x
∼
)
+
Z
V+Vε
fi (z∼
) U¯ij (z∼
, ξ
∼
) dV (z
∼
) (4.42)
Dabei ist y
∼
∈ (V + Vε).
Wenn ε → 0, dann geht das erweiterte Gebiet auf das originale Gebiet über. Die
Verschiebung des Punktes P (y
∼
) kann wie folgt dargestellt werden.
uj (y
∼
) = lim
ε→ 0
Z
Σ=S−S0+Sε
·
U¯ij (x∼
, y
∼
) ti (x∼
)− T¯ij (x∼,
y
∼
)ui (x∼
)
¸
dS (x
∼
)
+ lim
ε→ 0
Z
V+Vε
fi (z∼
) U¯ij (z∼
, ξ
∼
) dV (z
∼
) (4.43)
In der Gl. (4.43) sind der erste und der dritte Integralterm nicht singulär. [48]
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S'
S
V
O
q Q
P
Sε
Vε
z~ x~
y
~
y
~
x~ -z~
y~
-
ε
Abbildung 4.4.: Veranschaulichung des erweiterten Gebiets
lim
ε→ 0
Z
Σ=S−S0+Sε
U¯ij (x∼
, y
∼
) ti (x∼
) dS (x
∼
)
=
Z
S
U¯ij (x∼
, y
∼
) ti (x∼
) dS (x
∼
) (4.44)
lim
ε→ 0
Z
V+Vε
fi (z∼
) U¯ij (z∼
, ξ
∼
) dV (z
∼
)
=
Z
V
fi (z∼
) U¯ij (z∼
, ξ
∼
) dV (z
∼
) (4.45)
Aber der zweite Integralterm ist singulär. Das Integral existiert im Sinn eines Cauchyschen
Hauptwertes. [48]
lim
ε→ 0
Z
Σ=S−S0+Sε
T¯ij (x∼
, y
∼
)ui (x∼
) dS (x
∼
) (4.46)
= cˆij (y
∼
)ui (y
∼
) +
Z
S
T¯ij (x∼
, y
∼
)ui (x∼
) dS (x
∼
) (4.47)
cˆij ist die charakteristische Funktion, sie ist nur von der Geometrie des Randpunktes
abhängig. Liegt y
∼
an einem glatten Rand, dann ist cˆij = −12δij. Wenn ξ∼
gegen y
∼
geht und die Volumenkraft vernachlässigt wird, kann man Gl. (4.43) wie unten stehend
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umschreiben. [31] Z
S
·
U¯ij (x∼
, y
∼
) ti (x∼
)− T¯ij (x∼,
y
∼
) ui (x∼
)
¸
dS (x
∼
)
= c¯ij (y
∼
)ui (y
∼
) (4.48)
Dabei ist der Koeffizient
c¯ij =



0 , wenn y
∼
außerhalb des Gebiets
δij , wenn y
∼
innerhalb des Gebiets
1
2
δij , wenn y
∼
an einen glatten Rand
Wenn der Rand nicht glatt ist, dann ist c¯ij vom Volumenwinkel auf Punkt y
∼
abhängig.
4.4.2. Dynamische Integralgleichung
Die Herleitung der dynamischen Integralgleichung ist ähnlich wie die Herleitung der
statischen Integralgleichung. Der einzige Unterschied ist der Frequenzfaktor.
Wie im letzten Abschnitt nehmen wir an, dass es zwei Kraftsysteme gibt, das
eine mit Sternchen und das andere ohne Sternchen. u∗i (x∼,ω) und ui(x∼,ω) sind das
Verschiebungsfeld. Die Volumenkräfte sind f∗i (x∼,ω) und fi(x∼,ω), die Randspannungen
sind t∗i (x∼,ω) und ti(x∼,ω). Die beiden Kraftsysteme erfüllen die Gl. (4.11). Nach dem
Gesetz von Betti kann man die Beziehung zwischen den beiden Kraftsystemen mit der
unten angegebenen Gleichung beschreiben.
Z
S
ti (x∼
,ω)u∗i (x∼
,ω) dS (x
∼
) +
Z
V
fi (z∼
,ω)u∗i (z∼
,ω) dV (z
∼
)
=
Z
S
t∗i (x∼
,ω)ui (x∼
,ω) dS (x
∼
) +
Z
V
f∗i (z∼
,ω)ui (z∼
,ω) dV (z
∼
) (4.49)
Wir nehmen an, dass das Kraftsystem mit Sternchen die Grundlösung verursacht. Setzen
wir die Gl. (4.18), Gl. (4.20) und Gl. (4.21) in Gl. (4.49) ein und wird die Volumenkraft
fi vernachlässigt, dann bekommen wir [31]
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Z
S
·
Uij (x∼
, ξ
∼
,ω) ti (x∼
,ω)− Tij (x∼, ξ∼
,ω)ui (x∼
,ω)
¸
dS (x
∼
)
=



uj (ξ
∼
,ω) , wenn ξ
∼
innerhalb des Gebiets
0 , wenn ξ
∼
außerhalb des Gebiets (4.50)
Um die Randintegralgleichung herzuleiten, lassen wir den Punkt ξ
∼
auf dem Randpunkt
y
∼
stehen. Dann wird der erste Term in Gl. (4.50) singulär, man kann ihn jedoch als
Cauchyschen Hauptwert berechnen. Deswegen kann folgende Randintegralgleichung
ermittelt werden. [31]Z
S
·
Uij (x∼
, y
∼
,ω) ti (x∼
,ω)− Tij (x∼,
y
∼
,ω)ui (x∼
,ω)
¸
dS (x
∼
)
= cij (y
∼
) ui (y
∼
,ω) (4.51)
Dabei ist der Koeffizient
cij =



0 , wenn y
∼
außerhalb des Gebiets
δij , wenn y
∼
innerhalb des Gebiets
1
2
δij , wenn y
∼
an einem glatten Rand
Wenn der Rand nicht glatt ist, dann ist c¯ij nur abhängig von dem Volumenwinkel auf Punkt
y
∼
und unabhängig von der Frequenz. Deswegen ist cij gleich c¯ij.
Die Ermittlung des Koeffizienten cij ist bei der REM von großer Bedeutung. Wie
oben genannt, ist cij nur abhängig von der Geometrie; cij ist gleich c¯ij. Deswegen
muss man nur den c¯ij ermitteln, dann bekommt man auch den Koeffizient cij . Zuerst
betrachten wir die Gl. (4.48). Es wird angenommen, dass ui(y
∼
) die Verschiebung einer
Starrkörperbewegung des ganzen Körpers ist. Das bedeutet ui(y
∼
) = ei und ti = 0.
Diese Verschiebung kann die Gleichgewichtsgleichung erfüllen, deswegen ist es eine
Lösung von Gleichgewichtsgleichungen. Es erfüllt auch die Gl. (4.48). Setzen wir die
Starrkörperverschiebung in Gl. (4.48)ein, bekommen wir :
cij (y
∼
) = c¯ij (y
∼
) =
Z
S
−T¯ij (x∼,
y
∼
) dS (x
∼
) (4.52)
Dabei ist ti = 0 und die Volumenkraft wird ignoriert.
Setzt man die Gl. (4.52) in Gl. (4.51) ein, dann kann man die Gl. (4.51) in folgende
Gleichung umschreiben.
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Z
S
·
Uij (x∼
, y
∼
,ω) ti (x∼
,ω)− Tij (x∼,
y
∼
,ω)ui (x∼
,ω)
¸
dS (x
∼
)
=
·Z
S
−T¯ij (x∼,
y
∼
) dS (x
∼
)
¸
ui (y
∼
,ω) (4.53)
Um das komplizierte singuläre Integral zu vermeiden, kann man die Gl. (4.53) wie unten
ändern : Zuerst teilen wir den Rand S in zwei Teile ∆S und Sc ein. ∆S bezeichnet den
Rand, der den Punkt y
∼
erhält, und der übrige Rand wird mit Sc bezeichnet. Dann kann
man die Gl. (4.53) in folgende Gleichung umschreiben.½Z
Sc
T¯ij (x∼
, y
∼
) dS (x
∼
) +
Z
∆S
·
T¯ij (x∼
, y
∼
)− Tij (x∼,
y
∼
,ω)
¸
dS (x
∼
)
¾
ui (y
∼
,ω)
+
Z
∆S
Tij (x∼
, y
∼
,ω)
·
ui (y
∼
,ω)− ui (x∼,ω)
¸
dS (x
∼
)
−
Z
Sc
Tij (x∼
, y
∼
,ω)ui (x∼
,ω) dS (x
∼
) +
Z
S
Uij (x∼
, y
∼
,ω) ti (x∼
,ω) dS (x
∼
)
= 0 (4.54)
Wenn man die obige Gleichung betrachtet, dann kann man sich auf folgende Punkte
beziehen:
• In dem ersten Term, der den Rand ∆S betrifft, sind T¯ij und Tij singulär, wenn der
Punkt x
∼
gegen Punkt y
∼
geht. Wenn wir die beiden Grundlösungen vergleichen, findet
man, dass die Singulärordnungen von T¯ij und Tij gleich sind. Das bedeutet, dass die
Subtraktion der beiden Grundlösungen gegen Null gehen wird. Deswegen ist dieses
Integral nicht mehr singulär.
• In dem zweiten Term, der den Rand ∆S betrifft, geht die Subtraktion von ui(y
∼
,ω)
und ui(x∼,ω) gegen Null, wenn der Punkt x∼ gegen Punkt
y
∼
geht. Deswegen ist dieses
Integral auch nicht mehr singulär.
Daraus folgt, dass durch diese Umformung in Gl. (4.54) kein singuläres Integral mehr
auftritt.
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Außer bei einigen Problemen mit einfachen Randbedingungen und Geometrien ist es in der
Regel nicht möglich, Gl. (4.54) analytisch zu lösen. Daher muss eine numerische Methode
angewendet werden. Der erste Schritt besteht darin, den Rand zu diskretisieren. Man
benutzt dabei kleine Elemente, um den echten Rand zu simulieren. Auf diesen Elementen
liegen die geometrischen und physikalischen Knoten. Mit Hilfe der Formfunktionen
werden die Koordinaten und physikalischen Größen innerhalb des Elements approximiert.
Das Integral analytisch zu berechnen ist sehr aufwendig. Hier wird die Gauß-Quadratur
benutzt. Für die singulären Integrale kann man nicht direkt die Gauß-Quadratur
verwenden, sie müssen vorher umgeformt werden.
Bei Wahl einer größeren Integrationsordnung kann ein genaueres Integrationsergebnis
erreicht werden. Aber die Rechenzeit ist auch länger. In dieser Arbeit wird die Methode
von Huang (1985) [48] verwendet, um eine geeignete Integrationsordnung zu wählen.
Dadurch kann ein gutes Integrationsergebnis erreicht werden, ohne dass die Rechenzeit
zu lang wird.
5.1. Diskretisierung der Integralgleichung
Gl. (4.54) kann wie folgt umgeschrieben werden:½Z
Sc
T¯
≈
(x
∼
, y
∼
) dS (x
∼
) +
Z
∆S
·
T¯
≈
(x
∼
, y
∼
)− T
≈
(x
∼
, y
∼
)
¸
dS (x
∼
)
¾
u (y
∼
,ω)
+
Z
∆S
T
≈
(x
∼
, y
∼
)
·
u
∼
(y
∼
,ω)− u
∼
(x
∼
,ω)
¸
dS (x
∼
)
−
Z
Sc
T
≈
(x
∼
, y
∼
,ω) u
∼
(x
∼
,ω) dS (x
∼
)
= −
Z
S
U
≈
(x
∼
, y
∼
,ω) t
∼
(x
∼
,ω) dS (x
∼
) (5.1)
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Wie in Abb. 5.1 dargestellt, wird der Rand S in N Randelemente ∆Sq (q =
1, 2, · · ·N) diskretisiert. Die Koordinaten eines beliebigen Punktes in einem Element
können mit Hilfe der Formfunktionen aus den Koordinaten der geometrischen Knoten
ermittelt werden. In der Regel werden die Eckpunkte oder Randpunkte eines Elements
als geometrische Knoten gewählt. Die Werte der physikalischen Knoten sind die
Verschiebungen und Randspannungen. Man kann die Eckpunkte, Randpunkte oder
die Mittelpunkte eines Elements als physikalische Knoten wählen. Hier sind die
geometrischen und physikalischen Knoten identisch.
S
∆Sq
Abbildung 5.1.: Veranschaulichung der Randdiskretisierung
Die Beziehung zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes x
∼
und den
Koordinaten der geometrischen Knoten x
∼
q wird wie folgt angesetzt.
x
∼
=N
≈
Tx
∼
q (5.2)
Dabei ist N
≈
T die geometrische Formfunktion.
Die Beziehungen zwischen der Verschiebung und Randspannung eines Punktes und
den Verschiebungen u
∼
q und Randspannungen t
∼
q der physikalischen Knoten kann wie folgt
dargestellt werden.
u
∼
(x
∼
,ω) = M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) u
∼
q (5.3)
t
∼
(x
∼
,ω) = M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) t
∼
q (5.4)
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Dabei istM
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) die physikalische Formfunktion. Der Kopfindex ’’T ’’ bedeutet, dass
M
≈
T eine transponierte Matrix ist. x¯
∼
q ist die Koordinate der physikalischen Knoten. Wenn
Gl. (5.3) und Gl. (5.4) in Gl. (5.1) eingesetzt werden, dann erhält man(
rX
q=1
"Z
∆Sq
T¯
≈
(x
∼
, y¯
∼
p) dS
³
x
∼
´#
+
mX
t=1
·Z
∆St
·
T¯
≈
(x
∼
, y¯
∼
p)− T
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)
¸
dS (x
∼
)
¸)
u
∼
(y
∼
p,ω)
+
mX
t=1
½Z
∆St
T
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)
·
Π
∼
−M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
t)
¸
dS (x
∼
)
¾
u
∼
t
−
rX
q=1
"Z
∆Sq
T¯
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) dS (x
∼
)
#
u
∼
q
= −
NX
q=1
"Z
∆Sq
U
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) dS (x
∼
)
#
t
∼
q (5.5)
Dabei ist∆S =
mP
t=1
∆St , Sc =
rP
q=1
∆Sq und r+m = N.Π
≈
hat den gleichen Typ wieM
≈
T .
Die Komponenten von Π
≈
sind
Π
≈
= [δαβ]3×24 (5.6)
δαβ =
½
1 ,wenn α = β
0 ,wenn α 6= β
Dabei ist α die lokale physikalische Knotennummer des Punktes p in dem Element t. β
ist die physikalische Knotennummer des Elements t. Gl. (5.5) kann wie folgt abgekürzt
werden: "
rX
q=1
T¯
≈
pq
+
mX
t=1
µ
T¯
≈
pt − T
≈
pt
¶#
u
∼
p +
mX
t=1
T
≈
∗ptu
∼
t −
rX
q=1
T
≈
∗∗pqu
∼
q
= −
NX
q=1
U
≈
pq t
∼
q (5.7)
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Dabei ist
T¯
≈
pq
=
Z
∆Sq
T¯
≈
(x
∼
, y¯
∼
p) dS (x
∼
) (5.8)
T¯
≈
pt
=
Z
∆St
T¯
≈
(x
∼
, y¯
∼
p) dS (x
∼
) (5.9)
T
≈
pt =
Z
∆St
T
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω) dS (x
∼
) (5.10)
T
≈
∗pt =
Z
∆St
T
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)
·
Π
∼
−M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
t)
¸
dS (x
∼
) (5.11)
T
≈
∗∗pq =
Z
∆Sq
T¯
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) dS (x
∼
) (5.12)
U
≈
pq =
Z
∆Sq
U
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) dS (x
∼
) (5.13)
5.2. Wahl der Randelemente
Die Darstellung der Zustandsgrößen und Randgeometrie erfolgt nach
Abbildung der gekrümmten Elementfläche auf ein Referenzelement in einem normierten
Koordinatensystem. Dieses ist in Abb. 5.2 dargestellt.
1
2
3
4
5 6
7
8
ξ1
ξ2
X1
X2
X3
ξ1
ξ2
1 2
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6
7
8
1
1
1
1
2/3 2/3
2/3
2/3
Abbildung 5.2.: Abbildung auf das Referenzelement
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5.2.1. Geometrische Formfunktion
In dieser Arbeit wird das diskontinuierliche quadratische Element (Abb. 5.2) angewendet.
Die Beziehung zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes x
∼
und der Koordinaten
der geometrischen Knoten x
∼
q kann wie unten beschrieben werden.
x
∼
=N
≈
Tx
∼
q (5.14)
Dabei ist
x
∼
=



x1
x2
x3



x
∼
q=



x
∼
1
x
∼
2
x
∼
3
x
∼
4
x
∼
5
x
∼
6
x
∼
7
x
∼
8



x
∼
j=



xj1
xj2
xj3


 , j ist die Knotennummer
N
≈
T ist die geometrische Formfunktion.
N
≈
T =


N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 0
0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4
N5 0 0 N6 0 0 N7 0 0 N8 0 0
0 N5 0 0 N6 0 0 N7 0 0 N8 0
0 0 N5 0 0 N6 0 0 N7 0 0 N8


Die Definition der Formfunktion ist
N1 = −
27
32
µ
2
3
+ ξ1 + ξ2
¶µ
2
3
− ξ1
¶µ
2
3
− ξ2
¶
N2 = −
27
32
µ
2
3
− ξ1 + ξ2
¶µ
2
3
+ ξ1
¶µ
2
3
− ξ2
¶
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N1 = −
27
32
µ
2
3
− ξ1 − ξ2
¶µ
2
3
+ ξ1
¶µ
2
3
+ ξ2
¶
N1 = −
27
32
µ
2
3
+ ξ1 − ξ2
¶µ
2
3
− ξ1
¶µ
2
3
+ ξ2
¶
N5 =
27
16
µ
2
3
− ξ1
¶µ
4
9
− ξ22
¶
N6 =
27
16
µ
4
9
− ξ21
¶µ
2
3
− ξ2
¶
N7 =
27
16
µ
2
3
+ ξ1
¶µ
4
9
− ξ22
¶
N8 =
27
16
µ
4
9
− ξ21
¶µ
2
3
+ ξ2
¶
5.2.2. Physikalische Formfunktion
In dieser Arbeit wird als physikalische Formfunktion die gleiche Ansatzfunktion wie für
die geometrische Formfunktion benutzt, daher kannM
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) durchN
≈
T ersetzt werden.
u
∼
(x
∼
,ω) = M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) u
∼
q=N
≈
Tu
∼
q (5.15)
t
∼
(x
∼
,ω) = M
≈
T (x
∼
, x¯
∼
q) t
∼
q=N
≈
T t
∼
q (5.16)
5.2.3. Vorteile und Nachteile des diskontinuierlichen quadratischen
Elementes
In der REM kann man wie in der FEM lineare und quadratische Elemente benutzen. Man
kann auch diskontinuierliche Elemente (z.B. konstantes Element und diskontinuierliches
quadratisches Element) anwenden. In dieser Arbeit wird das diskontinuierliche
quadratische Element benutzt. Die Vorteile und Nachteile dieses Elementes sind:
• Vorteile
a) Wie das gewöhnliche quadratische Element hat das diskontinuierliche quadratische
Element acht Knoten. Daher kann man mit wenigen Elementen schon die
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Spannungen und Verschiebungen gut simulieren.
b) Wenn die Oberfläche nicht glatt ist oder die Randspannungen zwischen zwei
Elementen nicht kontinuierlich sind, wird die Anwendung der kontinuierlichen
Elemente sehr aufwendig. Die diskontinuierlichen Elemente können jedoch
problemlos angewendet werden.
c) Zwei nebeneinander liegende kontinuierliche Elemente haben gemeinsame
Knoten am gemeinsamen Rand. Daher hat man weniger Freiheit bei der
Diskretisierung. Mit den diskontinuierlichen Elementen kann man den Bereich,
in dem die physikalischen Größen große Schwankungen haben, problemlos feiner
diskretisieren als den übrigen Bereich. Es können ohne weiteres mehrere kleine an
ein größeres Element grenzen.
• Nachteile
a) Weil die physikalischen Größen zwischen zwei Elementen nicht kontinuierlich
sind, ist die Genauigkeit des Ergebnisses nicht so gut wie das Ergebnis mit dem
kontinuierlichen quadratischen Element.
b) Zwei Systeme haben die gleiche Anzahl von Elementen. Wenn das eine System
das diskontinuierliche quadratische Element benutzt und das andere System
das quadratische Element, dann hat das System mit dem diskontinuierlichen
quadratischen Element mehr Knoten. Der Grund dafür ist, dass es keine gemeinsam
benutzten Knoten gibt. Weil es mehr Knoten gibt, ist die Rechenzeit auch länger.
5.3. Aufbau des linearen Gleichungssystems
Wenn Gl. (5.14), Gl. (5.15) und Gl. (5.16) in Gl. (5.7) eingesetzt werden, dann ergeben
sich daraus für jeden Knoten drei Gleichungen. Es gibt insgesamt N Knoten, daher hat
man ein lineares Gleichungssystem mit 3×N Gleichungen. Es kann als Matrix wie folgt
dargestellt werden.
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[C (ω)]3N×3N {u}3N×1 + [T (ω)]3N×3N {u}3N×1
+ [U (ω)]3N×3N {t}3N×1 = {0}3N×1 (5.17)
Dabei ist
[C (ω)] die Koeffizientenmatrix
[T (ω)] die Randspannungseinflussmatrix
[U (ω)] die Verschiebungseinflussmatrix
{u} der Verschiebungsvektor
{t} der Randspannungsvektor
Wenn die Hälfte der Randwerte bekannt ist, dann kann die andere Hälfte der Randwerte
mit Hilfe von Gl. (5.17) ermittelt werden. Nach Berechnung aller Randwerte kann die
Verschiebung eines beliebigen inneren Punktes mit Hilfe von Gl. (4.41) ermittelt werden.
Das Verschiebungsfeld ergibt sich aus:
u
∼
(ξ
∼
) =
NX
q=1
"Z
∆Sq
T
≈
(x
∼
, ξ
∼
,ω) N
≈
T dS (x
∼
)
#
u
∼
q
−
NX
q=1
"Z
∆Sq
U
≈
(x
∼
, ξ
∼
,ω) N
≈
T dS (x
∼
)
#
t
∼
q (5.18)
Das Spannungsfeld kann man mit Hilfe von Gl. (4.6) berechnen.
5.4. Numerische Integration
In Gl. (5.8) ∼ Gl. (5.13) muss man die Flächenintegrale der Grundlösungen Tij(x∼, ξ∼
,ω)
und Uij(x∼, ξ∼
,ω) berechnen. Der Rand S ist schon in Sc und ∆S aufgeteilt. In Sc sind
nur nichtsinguläre Integrale vorhanden, die man direkt mit Hilfe der Gauß-Quadratur
berechnen kann. Die Integrale in ∆S sind singulär. Diese Integrale müssen zuerst
umgeschrieben werden, bevor man die Gauß-Quadratur anwenden kann.
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5.4.1. Nichtsinguläre Integrale
Die Integrale von Gl. (5.8), Gl. (5.12) und Gl. (5.13) können wie folgt dargestellt werden.Z
∆Sq
F (x
∼
, y¯
∼
p) dS (x
∼
) (5.19)
Dabei ist F (x
∼
, y¯p
∼
) die Einflussfunktion T¯ij , Tij und Uij . y¯
∼
p ist der Lastpunkt und x
∼
ist der
Feldpunkt. ∆Sq ist die Fläche vom Element q. Es besteht folgende Beziehung zwischen
dem globalen und dem lokalen Koordinatensystem:
dS =
∂ x
∼
∂ ξ1
×
∂ x
∼
∂ ξ2
dξ1 dξ2 = |J | dξ1 dξ2 (5.20)
Dabei ist
x
∼
=
8X
j=1
Nj (ξ1, ξ2) x∼
j
∂ x
∼
∂ ξ1
=
¿
∂ x1
∂ ξ1
,
∂ x2
∂ ξ1
,
∂ x3
∂ ξ1
ÀT
∂ x
∼
∂ ξ2
=
¿
∂ x1
∂ ξ2
,
∂ x2
∂ ξ2
,
∂ x3
∂ ξ2
ÀT
Der auf∆Sq nach außen gerichtete Normalenvektor lautet :
n¯
∼
=
∂ x
∼
∂ ξ1
×
∂ x
∼
∂ ξ2
= hn¯1 n¯2 n¯3iT (5.21)
Dabei ist
n¯1 =
µ
∂ x2
∂ ξ1
∂ x3
∂ξ2
− ∂ x3
∂ ξ1
∂ x2
∂ξ2
¶
n¯2 =
µ
∂ x3
∂ ξ1
∂ x1
∂ξ2
− ∂ x1
∂ ξ1
∂ x3
∂ξ2
¶
n¯3 =
µ
∂ x1
∂ ξ1
∂ x2
∂ξ2
− ∂ x2
∂ ξ1
∂ x1
∂ξ2
¶
Damit ergibt sich die Jacobi-Determinante
|J | =
¯¯¯
n¯
∼
¯¯¯
=
q
n21 + n
2
2 + n
2
3 . (5.22)
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Der nach außen gerichtete Normaleneinheitsvektor ergibt sich damit zu:
n
∼
=
n¯
∼¯¯¯
n¯
∼
¯¯¯ = n¯∼|J | (5.23)
Durch die Koordinatentransformation kann Gl. (5.19) folgendermaßen dargestellt werden.Z
∆Sq
F (x
∼
, y¯
∼
p) dS (x
∼
) =
Z 1
−1
Z 1
−1
F (ξ1, ξ2) |J | dξ1 dξ2 (5.24)
Um das Integral (Gl. (5.24)) zu lösen, wird eine numerische Methode herangezogen.
In dieser Arbeit wird die Gauß-Quadratur [31] angewendet:Z 1
−1
Z 1
−1
F (ξ1, ξ2) |J | dξ1 dξ2 =
MX
i=1
NX
j=1
WiWj F (ξ1i, ξ2j) |Jij| (5.25)
Dabei sindWi undWj die Gewichtsfaktoren, ξ1i und ξ2j sind die Stützstellen. F (ξ1i, ξ2j)
und |Jij| sind die Werte der Funktion F und |J | im Punkt (ξ1i, ξ2j). M und N sind
die Integrationsordnung in Richtung der ξ1 und ξ2 Koordinaten. Je größer M und N
sind, desto besser ist das Integrationsergebnis. Entsprechend wird der Rechenaufwand
größer. In dieser Arbeit wird die Methode von Huang [48] angewendet, um die
Integrationsordnung sinnvoll zu wählen.
5.4.2. Singuläres Integral
Wenn Lastpunkt und Feldpunkt in dem selben Element liegen, dann ist die
Einflussfunktion singulär. Entsprechend sind die Gl. (5.9), Gl. (5.10), Gl.
(5.11) und Gl. (5.13) in diesem Fall singulär. Der Lastpunkt kann auf den
Eckknoten (z.B. Knoten 1,2,3,4) oder auf den Mittelknoten (z.B. Knoten 5,6,7,8)
liegen. Um das Singularitätsproblem zu beseitigen, muss das Integral zunächst in ein
Polarkoordinatensystem transformiert werden.
Gleichung (5.9) und (5.10)
Z
∆St
·
T¯
≈
(x
∼
, y¯
∼
p)− T
≈
(x
∼
, y¯
∼
p,ω)
¸
dS (x
∼
) (5.26)
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Im lokalen Koordinatensystem kann die obige Gleichung wie unten umgeschrieben
werden. Z 1
−1
Z 1
−1
·
T¯
≈
(ξ1, ξ2)− T
≈
(ξ1, ξ2,ω)
¸
|J (ξ1, ξ2)| dξ1 dξ2 (5.27)
• Lastpunkt auf Eckknoten
Zuerst betrachten wir den Fall, dass der Lastpunkt y¯
∼
p auf dem Eckknoten (hier Knoten
1, analog für die Knoten 2, 3 und 4) liegt. Wie in Abb. 5.3 dargestellt, kann man das
lokale kartesische Koordinatensystem in ein Polarkoordinatensystem transformieren.
Die Beziehung zwischen den zwei Koordinatensystemen lautet:
1 2
34
5
6
7
8
I
II
III
IV
θ
ρ
ξ 1
ξ 2
Abbildung 5.3.: Darstellung der singulären Integration, Lastpunkt auf dem Knoten 1
ξ1 = ρ cos θ −
2
3
ξ2 = ρ sin θ −
2
3
• Integration für Bereich I
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Damit erhält man
I =
Z − arctan 1
5
− 3π
4
Z − 1 / 3
sin θ
ρ1
·
T¯
≈
(ρ, θ)− T
≈
(ρ, θ,ω)
¸
×|J (ρ, θ)| ρ dρ dθ . (5.28)
Mit der Bezeichnung
H
≈
(θ) =
Z − 1 / 3
sin θ
ρ1
·
T¯
≈
(ρ, θ)− T
≈
(ρ, θ,ω)
¸
|J (ρ, θ)| ρ dρ (5.29)
kann man das Integral I wie folgt umschreiben.
I =
Z − arctan 1
5
−3π
4
H
≈
(θ) dθ
Zur Normierung des Integrationsbereichs wird
θ =
− arctan 1
5
− 3π
4
2
+
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
φ
gesetzt, damit ergibt sich
dθ =
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
dφ
und
I =
Z 1
−1
H
≈
(φ)
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
dφ
=
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
MX
i=1
Wi H
≈
(φi) . (5.30)
Dabei ist Wi der Gewichtsfaktor und M ist die Gaußsche Integrationsordnung.
H
≈
(φi) kann wie unten dargestellt werden:
H
≈
(φi) =
Z ρ2
ρ1
·
T¯
≈
(ρ,φi)− T
≈
(ρ,φi,ω)
¸
|J (ρ,φi)| ρ dρ (5.31)
Dabei ist
ρ2 = −
1
3 sin
³
− arctan 1
5
− 3π
4
2
+
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
φi
´ (5.32)
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Wenn
G (ρ,φi,ω) =
·
T¯
≈
(ρ,φi)− T
≈
(ρ,φi,ω)
¸
|J (ρ,φi)| ρ
ist, dann ist
H
≈
(φi) =
Z ρ2
ρ1
G (ρ,φi,ω) dρ .
Analog wird
ρ =
− 1
3 sin
³
− arctan 1
5
− 3π
4
2
+
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
φi
´ + ρ1
2
+
− 1
3 sin
³
− arctan 1
5
− 3π
4
2
+
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
φi
´ − ρ1
2
l
zur Normierung des Integrationsbereichs gesetzt, damit ergibt sich
dρ =

− 1
6 sin
³
− arctan 1
5
− 3π
4
2
+
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
φi
´ − ρ1
2

 dl
und
H
≈
(φi) =
Z 1
−1
G (ρ,φi,ω)
×

− 1
6 sin
³
− arctan 1
5
− 3π
4
2
+
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
φi
´ − ρ1
2

 dl
Wenn
A0 (φi) = −
1
6 sin
³
− arctan 1
5
− 3 π
4
2
+
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
φi
´ − ρ1
2
ist, dann ist
H
≈
(φi) = A0 (φi)
NX
j=1
Wj G (lj,φi,ω) (5.33)
Wenn man Gl. (5.33) in Gl. (5.30) einsetzt, dann erhält man für das Integral über
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Bereich I
I =
− arctan 1
5
+ 3π
4
2
MX
i=1
NX
j=1
G (lj,φi,ω)WiWj A0 (φi) (5.34)
• Integration für Bereiche II - IV
Ähnlich kann man auch die Integrale von Teil II, III und IV berechnen.
Dann kann das Integral der Gl. (5.27) von (I + II + III + IV ) ermittelt werden.
• Lastpunkt auf Mittelknoten
Jetzt betrachten wir den Fall, dass der Lastpunkt y¯
∼
p auf dem Mittelknoten (Knoten 6)
liegt. Die Beziehung zwischen dem lokalen kartesischen Koordinatensystem und dem
Polarkoordinatensystem ist
ξ1 = ρ cos θ
ξ2 = ρ sin θ −
2
3
1
2
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Abbildung 5.4.: Darstellung der singulären Integration, Lastpunkt auf Knoten 6
Die singulären Integrale von Teil I bis IV können mit analogen Verfahren wie im
letzten Abschnitt berechnet werden. Das gesamte Integral kann mit Hilfe von
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(I + II + III + IV ) berechnet werden. Für die Knoten 5, 7 und 8 wird analog
vorgegangen.
Gleichung (5.11)
Gl. (5.11) kann in zwei Formen dargestellt werden. Zuerst wird sie in das lokale
Koordinatensystem transformiert.
• Lastpunkt und Feldpunkt identischZ 1
−1
Z 1
−1
T
≈
(ξ1, ξ2,ω) (Nβ − 1) |J (ξ1, ξ2)| dξ1 dξ2 (5.35)
Dabei ist β die Knotennummer des Lastpunktes y¯
∼
p auf dem Element∆St.
• Lastpunkt und Feldpunkt unterschiedlichZ 1
−1
Z 1
−1
T
≈
(ξ1, ξ2,ω) (Nα) |J (ξ1, ξ2)| dξ1 dξ2 (5.36)
Setzt man
Mr =
½
Nβ − 1 , r = β
Nα , r 6= β , r = 1, 2, 3, · · · 8
dann können Gl. (5.35) und Gl. (5.36) wie folgt dargestellt werden.Z 1
−1
Z 1
−1
T
≈
(ξ1, ξ2,ω)Mr |J (ξ1, ξ2)| dξ1 dξ2 (5.37)
Der Lastpunkt y¯
∼
p kann auf Eckknoten oder Mittelknoten liegen.
• Lastpunkt auf Eckknoten
Wenn der Lastpunkt y¯
∼
p auf dem Knoten 1 ( analog für die Knoten 2,3,4) liegt, dann ist
β = 1. Wenn man Gl. (5.37) in ein Polarkoordinatensystem transformiert, dann ergibt
sich: Z θB
θA
Z ρ(θ)
ρ1
T
≈
(ρ, θ,ω)Mr |J (ρ, θ)| ρ dρ dθ (5.38)
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Mit
r
∼
= ρ r¯
∼
(5.39)
ergibt sich
T
≈
(ρ, θ,ω) =
1
ρ2
F
≈
(ρ, θ,ω) . (5.40)
Für ρ = 0 ist F
≈
(ρ, θ,ω) in der obigen Gleichung nicht singulär. Mit
Mr (ρ, θ) = ρM¯r (ρ, θ) (5.41)
erhält man Z θB
θA
Z ρ(θ)
ρ1
1
ρ2
F
≈
(ρ, θ,ω) ρM¯r (ρ, θ) |J (ρ, θ)| ρ dρ dθ
=
Z θB
θA
Z ρ(θ)
ρ1
F
≈
(ρ, θ,ω) M¯r (ρ, θ) |J (ρ, θ)| dρ dθ (5.42)
Bei Betrachtung der obigen Gleichung stellt man fest, dass keine Singularität besteht.
Daher kann man das Integral mit Hilfe der Gauß-Quadratur ermitteln. Um ein
genaueres Ergebnis zu erhalten ist es nicht unbedingt erforderlich viele Stützstellen
zu nehmen.
• Lastpunkt auf Mittelknoten
Wenn der Lastpunkt y¯
∼
p auf dem Knoten 6 (analog für Knoten 5,7,8) liegt, dann ist
β = 6. Transformiert man zuerst die Integralgleichung in das Polarkoordinatensystem,
dann erhält man eine ähnliche Gleichung wie Gl. (5.38). Bei Berücksichtigung der
Formfunktion erhält man analog:
T
≈
(ρ, θ,ω) =
1
ρ2
F
≈
(ρ, θ,ω) (5.43)
Mr (ρ, θ) = ρM¯r (ρ, θ) (5.44)
Wenn man die beiden obigen Gleichungen in Gl. (5.37) einsetzt, dann stellt man fest,
dass kein singulärer Term auftritt. Der übrige Rechenvorgang ist analog.
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Gleichung (5.13)
Gl. (5.13) wird zunächst in das lokale Koordinatensystem transformiert.Z 1
−1
Z 1
−1
U
≈
(ξ1, ξ2,ω)Nr (ξ1, ξ2) |J (ξ1, ξ2)| dξ1 dξ2 (5.45)
• Lastpunkt auf Eckknoten
Wenn der Lastpunkt y¯
∼
p auf Knoten 1 liegt, kann man Gl. (5.45) in das
Polarkoordinatensystem transformieren.Z θB
θA
Z ρ(θ)
ρ1
U
≈
(ρ, θ,ω)Nr (ρ, θ) |J (ρ, θ)| ρ dρ dθ (5.46)
Mit
r
∼
= ρ r¯
∼
(5.47)
erhält man
U
≈
(ρ, θ,ω) =
1
ρ
L
≈
(ρ, θ,ω) . (5.48)
Wenn Gl. (5.48) in Gl. (5.46) eingesetzt wird, erhält man die folgende Gleichung.Z θB
θA
Z ρ(θ)
ρ1
1
ρ
L
≈
(ρ, θ,ω)Nr (ρ, θ) |J (ρ, θ)| ρ dρ dθ
=
Z θB
θA
Z ρ(θ)
ρ1
L
≈
(ρ, θ,ω)Nr (ρ, θ) |J (ρ, θ)| dρ dθ (5.49)
Bei Betrachtung der obigen Gleichung stellt man fest, dass für ρ = 0 keine Singularität
vorhanden ist. Die übrige Berechnung kann wie in Gl. (5.37) ausgeführt werden.
• Lastpunkt auf Mittelknoten
Wenn der Lastpunkt y¯
∼
p auf dem Knoten 6 liegt, kann das numerische Integral auch wie
in Gl. (5.37) berechnet werden.
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5.5. Automatische Wahl der Integrationsordnungen
Je größer die Integrationsordnung ist, desto präziser wird die Integration. Wenn man für
jedes Element und jeden Lastpunkt die gleiche Integrationsordnung nimmt, dann wird
entweder der Rechenaufwand zu groß oder bei kurzer Berechnungszeit erhält man ein
ungenaues Ergebnis. Die Schwankung der Einflussfunktion in dem Integrationsbereich
∆Sq ist abhängig von der Elementgröße und dem Abstand zwischen dem Lastpunkt
und dem Element. Daher sollte man entsprechend dem Abstand, der Elementgröße und
der nötigen Genauigkeit eine passende Integrationsordnung wählen. In dieser Arbeit
wird das Verfahren ’’automatische Wahl der Integrationsordnung’’ [48] angewendet, um
eine optimierte Integrationsordnung zu erhalten. Diese Methode wird ausschließlich
für die nichtsingulären Integrale benutzt. Für die singulären Integrale wird eine feste
Integrationsordnung angewendet.
Aus der Grundlösung ist ersichtlich, dass die Singularitätsordnungen der
Einflussfunktion G (ξ1, ξ2) wie folgt aussehen:
T¯ij, Tij ∈ O
µ
1
r2
¶
U¯ij, Uij ∈ O
µ
1
r
¶
Zuerst werden T¯ij und Tij betrachtet, die sich im wesentlichen wie G (ξ1, ξ2) =
1
r2
verhalten.
I =
Z 1
−1
Z 1
−1
G (ξ1, ξ2) dξ1 dξ2
=
Z 1
−1
Z 1
−1
1
r2
dξ1 dξ2 (5.50)
Dabei ist r =
¯¯¯¯
ξ
∼
− x
∼
¯¯¯¯
, x
∼
∈ ∆Sq, aber ξ
∼
/∈ ∆Sq. R und R¯ sind der kürzeste und längste
Abstand zwischen ξ
∼
und ∆Sq:
R = min
x
∼
∈∆Sq
(r)
R¯ = max
x
∼
∈∆Sq
(r)
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Nach Huang [48] können die Obergrenzen der relativen Abweichungen wie folgt
dargestellt werden:
δ1 =
π (2M + 1)
4
µ
R¯
R
¶2µ
L1
2R
¶2M
(5.51)
δ2 =
π (2N + 1)
4
µ
R¯
R
¶2µ
L2
2R
¶2N
(5.52)
Dabei sind δ1 und δ2 die Obergrenzen der relativen Abweichungen in ξ1- und ξ2-Richtung.
M und N sind die Integrationsordnungen in ξ1- und ξ2-Richtung und
L1 = max
−1≤ξ1,ξ2≤1
¯¯¯¯
¯∂ x∼∂ ξ1
¯¯¯¯
¯ (5.53)
L2 = max
−1≤ξ1,ξ2≤1
¯¯¯¯
¯∂ x∼∂ ξ2
¯¯¯¯
¯ . (5.54)
Wird gefordert, dass die Genauigkeiten in ξ1- und ξ2-Richtung gleich sind, dann ist δ1 =
δ2 = δ.Wenn man die nötige Genauigkeit δ wählt, dann können die Integrationsordnungen
M und N mit Hilfe von Gl. (5.51) und Gl. (5.52)ermittelt werden.
Analog kann man die relativen Abweichungen der Einflussfunktionen U¯ij und Uij
darstellen.
δ1 =
π
4
µ
R¯
R
¶µ
L1
2R
¶2M
(5.55)
δ2 =
π
4
µ
R¯
R
¶µ
L2
2R
¶2N
(5.56)
Betrachtet man Gl. (5.51), Gl. (5.52) und Gl. (5.55), Gl. (5.56), so kann
festgestellt werden, dass die Integrationsordnungen M und N aus Gl. (5.51) und
Gl. (5.52) maßgebend sind. Daher werden Gl. (5.51) und Gl. (5.52) verwendet,
um die Integrationsordnungen M und N zu berechnen. Im Programm wird die
Integrationsordnung auf 10 begrenzt. Wenn die Integrationsordnung M (oder N) größer
als 10 ist, wird das Element in ξ1- oder ξ2-Richtung in mehrere kleine Elemente aufgeteilt.
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Das System für die Parameterstudie in dieser Arbeit ist in Abb. 6.1 dargestellt.
X1
2X3X
Fundament 1
(Belastetes Fundament)
Fundament 2
Isolationsgraben
Obere Bodenschicht
Untere Bodenschicht
∞
Abbildung 6.1.: System der Parameterstudie
Das System besteht aus zwei starren Fundamenten, zwei Bodenschichten mit
unterschiedlichen Eigenschaften und einem Isolationsgraben, der entweder leer oder mit
einem elastischen Stoff gefüllt ist. Gl. (5.17) ist nur für einen Bereich, in dem die
Materialeigenschaft einheitlich ist, geeignet. Zwischen zwei verschiedenen Materialien
müssen die Gleichgewichts- und Verträglichkeitsbedingungen (Übergangsbedingungen)
erfüllt sein. Die einzige Oberfläche , die nicht zwischen zwei Bereichen liegt, ist die
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Oberfläche außerhalb der Fundamente. Diese Oberfläche ist frei von Randspannungen.
Aus diesen Randbedingungen und den Gleichungen aller Bereiche ergibt sich ein
Gleichungssystem. Damit kann man alle Verschiebungen der Randknoten ermitteln.
6.1. Starre Fundamente
Es wird angenommen, dass die beiden Fundamente starr sind und fest auf dem Boden
aufliegen. Aus der Verträglichkeitsbedingung kann man die Beziehung zwischen der
Verschiebung und Verdrehung des Fundaments und den Verschiebungen der Knoten der
Kontaktfläche zwischen Fundament und Boden wie folgt darstellen.
{u} = [S] {e} (6.1)
Mit
{u} ein (3Q× 1) Verschiebungsvektor
Q die gesamte Knotenanzahl unter dem starren Fundament
{e} = £ ∆1 ∆2 ∆3 φ1 φ2 φ3 ¤T
∆i ist die Verschiebung des Schwerpunktes des Fundaments
φi ist die Verdrehung des Fundaments
[S] =


S1
S2
...
SQ


[Ss] =


1 0 0 0 xs3 − xc3 −xs2 + xc2
0 1 0 −xs3 + xc3 0 xs1 − xc1
0 0 1 xs2 − xc2 −xs1 + xc1 0


s = 1, 2, · · · , Q ist die Knotennummer
xci ist die Koordinate des Punktes, der direkt unter dem Schwerpunkt des
Fundaments auf der x- y-Ebene liegt
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Analog kann man den Gleichgewichtsbedingungen entnehmen, dass die folgende
Beziehung zwischen den Randspannungen der Kontaktfläche des Fundaments und dem
Boden, der Außenbelastung und der Trägheitskraft des Fundaments besteht.
{P} = [K] {t}− [Θ] {e} (6.2)
Dabei ist
{P} = £ P1 P2 P3 M1 M2 M3 ¤T die äußere Belastung (Kraft und
Moment) des Fundaments
{t} der (3Q× 1) Randspannungsvektor
[K] =
£
K1 K2 K3 · · · KQ ¤ eine (6×Q)Matrix
[Ks] =


hs 0 0
0 hs 0
0 0 hs
0 −Hs3 Hs2
Hs3 0 −Hs1
−Hs2 Hs1 0


hs =
R
(n)
N r (ξ1, ξ2) J (ξ1, ξ2) dξ1 dξ2
Hsi =
R
(n)
xiN
r (ξ1, ξ2) J (ξ1, ξ2) dξ1 dξ2
s : globale Knotennummer
r : Knotennummer im Element
n : Nummer des Elements, in dem der Knoten s liegt
[Θ] =


mω2 0 0 0 0 0
0 mω2 0 0 0 0
0 0 mω2 0 0 0
0 0 0 I11 0 0
0 0 0 0 I22 0
0 0 0 0 0 I33


m ist die Masse des Fundaments
ω ist die Frequenz
I11 = %ω2B1 (Iy¯y¯ + Iz¯z¯)
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I22 = %ω2B2 (Ix¯x¯ + Iz¯z¯)
I33 = %ω2B3 (Ix¯x¯ + Iy¯y¯)
B1, B2 undB3 sind die Abmessungen des Fundaments in x-, y- und z-Richtung.
Ix¯x¯, Iy¯y¯ und Iz¯z¯ sind die Trägheitsmomente bezüglich der x¯- , y¯- und z¯-
Achsen des lokalen Koordinatensystems. Der Ursprung des lokalen
Koordinatensystems liegt direkt unter dem Schwerpunkt des Fundaments
auf der x-y-Ebene. Die x¯- , y¯- und z¯-Achsen sind parallel zu den x- , y- und
z-Achsen des globalen Koordinatensystems.
In dem System sind zwei starre Fundamente vorhanden. Das eine wird direkt durch
äußere Kräfte belastet, das andere wird indirekt von dieser Belastung beeinflusst. Daher
gibt es zwei Gleichungssysteme für die zwei Fundamente. Für das belastete Fundament
kann das Gleichungssystem wie folgt dargestellt werden.
{P} = [K1] {t}e − [Θ1] {e1} (6.3)
{u}e = [S1] {e1} (6.4)
Die Definition der Unterindizes e und 1 entspricht der Definition in Abb. 6.2. Für das
andere Fundament lautet das Gleichungssystem wie folgt.
{0} = [K2] {t}z − [Θ2] {e2} (6.5)
{u}z = [S2] {e2} (6.6)
Zur Definition der Unterindizes z und 2 siehe Abb. 6.2.
6.2. Bodenschichten und Isolationsgraben
Es wird angenommen, dass der Boden und der eingefüllte Stoff im Isolationsgraben
isotrop, homogen und linearelastisch sind. Daher ist die Gl. (3.19) in diesen drei Bereichen
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Sl
zStS o
S
fS
Se
Fundament 2Fundament 1
Obere Bodenschicht (O)
Untere Bodenschicht (U)
Isolationsgraben (T)
∞
Abbildung 6.2.: Definition der Randteile
geeignet. Die Gleichung für die obere Bodenschicht ist


[TO]11 [TO]12 [TO]13 [TO]14 [TO]15
[TO]21 [TO]22 [TO]23 [TO]24 [TO]25
[TO]31 [TO]32 [TO]33 [TO]34 [TO]35
[TO]41 [TO]42 [TO]43 [TO]44 [TO]45
[TO]51 [TO]52 [TO]53 [TO]54 [TO]55





{u}e
{u}z{u}f
{u}t{u}l



=


[UO]11 [UO]12 [UO]13 [UO]14 [UO]15
[UO]21 [UO]22 [UO]23 [UO]24 [UO]25
[UO]31 [UO]32 [UO]33 [UO]34 [UO]35
[UO]41 [UO]42 [UO]43 [UO]44 [UO]45
[UO]51 [UO]52 [UO]53 [UO]54 [UO]55





{t}e
{t}z{t}f
{t}t{t}l



(6.7)
Dabei sind {u} und {t} die Verschiebungen und Randspannungen der Randknoten der
oberen Bodenschicht. Die Unterindizes e, z, f, t und l entsprechen der Definition in Abb.
6.2.
Die Gleichung des Isolationsgrabens lautet·
[TT ]11 [TT ]12
[TT ]21 [TT ]22
¸ ½ {uT}t{uT}o
¾
=
·
[UT ]11 [UT ]12
[UT ]21 [UT ]22
¸ ½ {tT}t{tT}o
¾
. (6.8)
Dabei sind {uT} und {tT} die Verschiebungen und Randspannungen der Randknoten des
Isolationsgrabens. Die Unterindizes t und o sind in Abb. 6.2 definiert.
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Für die untere Bodenschicht kann die Gleichung folgendermaßen dargestellt werden.
[TU ] {uU} = [UU ] {tU} (6.9)
Mit {uU} und {tU} sind die Verschiebungen und Randspannungen der Randknoten der
unteren Bodenschicht gemeint.
6.3. Einbau der Randbedingungen
Die Randbedingungen des Problems sind :
1) Die Bodenoberfläche außerhalb der Fundamente ist frei von Randspannungen.
{t}f = {0} (6.10)
{tT}o = {0} (6.11)
2) An der Kontaktfläche von Boden und Isolationsgraben müssen die Gleichgewichts-
und Verträglichkeitsbedingungen erfüllt werden.
{tT}t = − {t}t (6.12)
{uT}t = {u}t (6.13)
3) Die Gleichgewichts- und Verträglichkeitsbedingungen müssen auch an der
Kontaktfläche zwischen zwei Bodenschichten erfüllt werden.
{tU} = − {t}l (6.14)
{uU} = {u}l (6.15)
Gl. (6.7) bis Gl. (6.9) kann wie folgt umgeschrieben werden.
{t} = [A] {u} (6.16)
{tT} = {B} {uT} (6.17)
{tU} = [C] {uU} (6.18)
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Dabei ist
[A] = [UO]
−1 [TO]
[B] = [UT ]
−1 [TT ]
[C] = [UU ]
−1 [TU ]
Wenn man Gl. (6.16) und Gl. (6.17) ausmultipliziert, dann erhält man
{t}e = [A11] {u}e + [A12] {u}z + [A13] {u}f + [A14] {u}t + [A15] {u}l (6.19)
{t}z = [A21] {u}e + [A22] {u}z + [A23] {u}f + [A24] {u}t + [A25] {u}l (6.20)
{t}f = [A31] {u}e + [A32] {u}z + [A33] {u}f + [A34] {u}t + [A35] {u}l (6.21)
{t}t = [A41] {u}e + [A42] {u}z + [A43] {u}f + [A44] {u}t + [A45] {u}l (6.22)
{t}l = [A51] {u}e + [A52] {u}z + [A53] {u}f + [A54] {u}t + [A55] {u}l (6.23)
{tT}t = [B11] {uT}t + [B12] [uT ]o (6.24)
{tT}o = [B21] {uT}t + [B22] [uT ]o (6.25)
Aus Gl. (6.3) bis Gl. (6.6), den Randbedingungen (Gl. (6.10) bis Gl. (6.15)), Gl. (6.19)
bis Gl. (6.25) und Gl. (6.18) ergeben sich die folgenden fünf Gleichungssysteme.
{P} = ([K1] [A11] [S1]− [Θ1]) {e1}+ [K1] [A12] [S2] {e2}
+ [K1] [A13] {u}f + [K1] [A14] {u}t + [K1] [A15] {u}l (6.26)
{0} = [K2] [A21] [S1] {e1}+ ([K2] [A22] [S2]− [Θ2]) {e2}
+ [K2] [A23] {u}f + [K2] [A24] {u}t + [K2] [A25] {u}l (6.27)
{0} = [A31] [S1] {e1}+ [A32] [S2] {e2}+ [A33] {u}f
+ [A34] {u}t + [A35] {u}l (6.28)
{0} = [A41] [S1] {e1}+ [A42] [S2] {e2}+ [A43] {u}f
+
¡
[A44] + [B11]− [B12] [B22]−1 [B21]
¢ {u}t + [A45] {u}l (6.29)
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{0} = [A51] [S1] {e1}+ [A52] [S2] {e2}+ [A53] {u}f
+[A54] {u}t + ([A55] + [C]) {u}l (6.30)
Diese können in der folgenden Matrix dargestellt werden.



{P}
{0}
{0}
{0}
{0}



=


[G11] [G12] [G13] [G14] [G15]
[G21] [G22] [G23] [G24] [G25]
[G31] [G32] [G33] [G34] [G35]
[G41] [G42] [G43] [G44] [G45]
[G51] [G52] [G53] [G54] [G55]





{e1}
{e2}
{u}f
{u}t
{u}l



(6.31)
In der obigen Gleichung ist {P} vorgegeben. Alle Unbekannten sind auf der anderen
Seite der Gleichung. Daher kann man mit Hilfe von Gl. (6.31) die Verschiebungen der
Fundamente und aller Randknoten ermitteln.
Ein System mit einem leeren Isolationsgraben kann als ein Spezialfall betrachtet
werden. Der einzige Unterschied ist [G44] in Gl. (6.31), in diesem Fall gilt
[G44] = [A44] (6.32)
Der übrige Rechenvorgang ist genau wie beim gefüllten Isolationsgraben.
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Um die Isolation der Schwingungen auf die Fundamente zu untersuchen, wird zur Lösung
des Problems ein Programm entwickelt. Die Richtigkeit des Programms wird zunächst
durch Vergleich mit bekannten Lösungen aus der Literatur überprüft.
Zur Parameteruntersuchung werden die Abmessungen und Eigenschaften des
Isolationsgrabens, der Abstand zwischen Fundament und Isolationsgraben sowie die
Eigenschaften und Tiefe der zweiten Bodenschicht variiert.
7.1. Vergleichsrechnung
Um die Richtigkeit des Programms zu überprüfen, wird ein Beispiel berechnet und das
Ergebnis wird mit einigen bekannten numerischen Lösungen verglichen. Dadurch können
die Ergebnisse der Parameteruntersuchung abgesichert werden.
Ein masseloses Rechteckfundament wird betrachtet. Die Seitenlängen des Fundaments
betragen jeweils 2b. Der Schubmodul und die Querkontraktionszahl des Bodens sind
µ und 1/3. Die vertikale Verschiebung des Fundaments unter der Einwirkung einer
vertikalen harmonischen Belastung P3 eiωt wird berechnet. Die Fläche unter dem
Fundament wird in 3 × 3 diskontinuierliche quadratische Elemente diskretisiert. Die
Grundfläche außerhalb des Fundaments wird bis etwa zwei Fundamentbreiten um die
beiden Fundamente herum diskrektisiert, da der Einfluss von der noch weiter entfernt
liegenden Grundfläche relativ klein ist. Das Ergebnis ist in Abb. 7.1 dargestellt. Cvv und
a0 sind dimensionslose Parameter. Cvv ist die vertikale Nachgiebigkeit des Fundaments.
Es ergibt sich :
Cvv =
µ b u3
P3
(7.1)
Dabei ist
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7.1. Vergleichsrechnung
µ der Schubmodul des Bodens
b die Hälfte der Seitenlänge des Fundaments und
u3 die Amplitude der vertikalen Verschiebung vom Fundament
P3 die Amplitude der vertikalen harmonischen Belastung
a0 ist die dimensionslose Frequenz. Die Definition von a0 ist
a0 =
ω b
c2
, (7.2)
wobei
ω die Kreisfrequenz und
c2 die Schubwellengeschwindigkeitsind.
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
a0 = b ω / c2 [ - ]
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Mohammadi
Wong & Luco
eigene Untersuchung
Abbildung 7.1.: Absolute Werte der vertikalen Nachgiebigkeit (|Cvv|) des Fundaments
Das Ergebnis wird mit den Ergebnissen von vier anderen Untersuchungen verglichen.
Die in den vier Untersuchungen benutzten Elementarten, Elementanzahlen und
angewendeten Methoden sind in der Tab. 7.1 dargestellt.
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Quelle Elementanzahl unter dem Fundament
Wong und Luco [82] 8× 8 konstante Elemente
Karabalis und Beskos [52] 8× 8 konstante Elemente
Ahmad und Manolis [6] 18 kontinuierliche quadratische Elemente
Mohammadi [67] 20× 20 konstante Elemente
eigene Untersuchung 3× 3 diskontinuierliche quadratische Elemente
Quelle RelaxedRandbedingung Methode
Wong und Luco [82] ja Greensche Funktion
Karabalis und Beskos [52] ja REM in Zeitbereich
Ahmad und Manolis [6] ja REM in Frequenzbereich
Mohammadi [67] ja REM in Frequenzbereich
eigene Untersuchung nein REM in Frequenzbereich
Tabelle 7.1.: Die Elementart, Elementanzahl und die Methode der zu vergleichenden
Untersuchungen
Die ersten vier Arbeiten sind unter der ‘‘relaxed’’ Randbedingung durchgeführt worden.
Laut Mohammadi (1992) ist der Unterschied zwischen den Ergebnissen unter der
‘‘relaxed’’ und ‘‘nicht-relaxed’’ Randbedingung klein, daher ist es sinnvoll, die eigenen
Ergebnisse mit diesen Ergebnissen zu vergleichen.
Aus Abb. 7.1 kann man feststellen, dass das Programm unter der Bedingung ohne
Isolationsgraben und ohne zweite Bodenschicht korrekt ist.
Nun wird der Fall mit Isolationsgraben und zweiter Bodenschicht berücksichtigt.
Wenn die Eigenschaften des Isolationsgrabens und der unteren Bodenschicht gleich
den Eigenschaften der oberen Bodenschicht sind, dann muss das Ergebniss mit der
Berechnung ohne Isolationsgraben und zweite Bodenschicht übereinstimmen. Das gleiche
System wie oben wird hier als Beispiel genommen. Die Abmessungen des Fundaments
und die Eigenschaften des Bodens sind unverändert. Die vertikale Nachgiebigkeit der
Fundamente bei der Kreisfrequenz 20 rads wird berechnet. Die Rechenergebnisse sind in
der Tab. 7.2 dargestellt.
Im Fall 1 (Tab. 7.2) ist nur eine einzige Bodenschicht betrachtet worden. Im Fall 2
besteht ein Isolationsgraben im betrachteten System ohne Berücksichtigung der unteren
Bodenschicht. Im Fall 3 ist die untere Bodenschicht berücksichtigt worden, aber es
gibt hier keinen Isolationsgraben. Die Abweichungen von Fall 2 und 3 sind klein.
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7.2. Leistung der Methode der automatischen Wahl der Integrationsordnungen
Fall |Cvv|1. Fundament
Abweichung
(%)
|Cvv|
2. Fundament
Abweichung
(%)
1 0,14713 0,000 0,01065 0,000
2 0,14713 0,000 0,01060 0,469
3 0,14733 0,136 0,01071 0,563
Tabelle 7.2.: Die Ergebnisse unter Berücksichtigung von Isolationsgraben und unterer
Bodenschicht
Damit ist nachgewiesen, dass das Programm unter Berücksichtigung des Isolationsgrabens
und der unteren Bodenschicht auch korrekt ist. Die Abweichungen werden durch die
zusätzliche Diskretisierung verursacht, weil man in den Fällen 2 und 3 auch an den fiktiven
Oberflächen (Isolationsgraben und untere Bodenschicht) diskretisieren muss.
7.2. Leistung der Methode der automatischen Wahl der
Integrationsordnungen
Die numerische Integration spielt eine große Rolle in der REM. Sie benötigt viel
Rechenzeit und hat großen Einfluss auf die Genauigkeit der Ergebnisse. Daher wird
die Methode der automatischen Wahl der Integrationsordnungen (Huang, 1983 [48] ) in
dieser Arbeit angewendet, um eine optimale Integrationsordnung zu erhalten. In dieser
Arbeit wird das diskontinuierliche quadratische Element verwendet. In der Arbeit von
Huang wurde dagegen das konstante Element angewendet. Ob die Leistungsfähigkeit
der Methode der automatischen Wahl der Integrationsordnungen so effektiv ist wie in der
Arbeit von Huang, wird hier untersucht.
Als Beispiel wird ein System mit zwei Fundamenten (2m× 2m× 0, 3m) untersucht.
Der Boden besteht aus nur einer Schicht mit folgenden Eigenschaften : µ = 132000
kN
m2 , ν = 1/3 und ρ = 2000
kg
m3 . Der Abstand zwischen den Fundamenten (von der Mitte
des Fundaments 1 zur Mitte des Fundaments 2) beträgt 10m. Ein fiktiver Isolationsgraben
(das Füllmaterial ist gleich dem Stoff des Bodens) steht 1m weit entfernt vom Fundament
2. Die Abmessungen des Isolationsgrabens sind: 0.5m breit, 4m lang und 4m tief. Das
Fundament 1 ist mit einer harmonischen Kraft in x3-Richtung belastet. Die Kreisfrequenz
der Belastung ist 200 rads . Die absoluten Werte der Nachgiebigkeit (|Cvv|) der Fundamente
unter dieser Belastung werden berechnet. Die Integrationsordnungen 3 × 3, 6 × 6, 9 ×
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9, 12× 12 und 20× 20 werden angewendet, um das Integral numerisch zu berechnen. In
den letzten beiden Fällen werden alle Elemente zunächst in vier Subelemente aufgeteilt
und in jedem Subelement werden 6 × 6 bzw. 10 × 10 Gauß Punkte verwendet. Bei
der Methode der automatischen Wahl der Integrationsordnungen wird hier die höchste
Integrationsordnung auf 20× 20 festgelegt. Die Ergebnisse sind in Tab. 7.3 bis Tab. 7.5
dargestellt.
Cvv Abweichung Cvv Abweichung
Integrations- Fundament 1 zu Fundament 1 zu
ordnung Realteil 20× 20 Imaginärteil 20× 20
Auto 0,100997 0 9,189638×10−2 5,44×10−7
3× 3 0,103811 2,79×10−2 9,443322×10−2 2,76×10−2
6× 6 0,101131 1,33×10−3 9,175459×10−2 1,54×10−3
9× 9 0,101233 2,34×10−3 9,199173×10−2 1,03×10−3
12× 12 0,101185 1,86×10−3 9,192302×10−2 2,89×10−4
20× 20 0,100997 9,189643×10−2
Tabelle 7.3.: Vertikale Nachgiebigkeit des Fundaments 1
Cvv Abweichung Cvv Abweichung
Integrations- Fundament 2 zu Fundament 2 zu
ordnung Realteil 20× 20 Imaginärteil 20× 20
Auto 1,138541×10−2 8,78×10−7 3,524613×10−3 5,39×10−6
3× 3 4,431946×10−3 6,11×10−1 9,220637×10−2 25,16
6× 6 1,137926×10−2 5,41×10−4 2,736911×10−3 2,23×10−1
9× 9 1,145577×10−2 6,18×10−3 3,111506×10−3 1,17×10−1
12× 12 1,141833×10−2 2,89×10−3 3,287170×10−3 6,74×10−2
20× 20 1,138542×10−2 3,524632×10−3
Tabelle 7.4.: Vertikale Nachgiebigkeit des Fundaments 2
Integrationsordnung CPU Zeit (sec)
Auto 59
3× 3 21
6× 6 62
9× 9 131
12× 12 229
20× 20 626
Tabelle 7.5.: Die gebrauchte CPU Zeit für die Erstellung der Einflussmatrizen
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Tab. 7.5 kann man entnehmen, dass die benötigte Zeit für die Anwendung der Methode
der automatischen Wahl der Integrationsordnungen ungefähr gleich der im Fall mit 6× 6
Integrationsordnung ist. Tab. 7.3 und Tab. 7.4 zeigen, dass das mit der Methode der
automatischen Wahl der Integrationsordnungen berechnete Ergebnis praktisch gleich dem
im Fall der 20×20 Integrationsordnung ist. Die Rechenzeit verlängert sich jedoch um etwa
das Neunfache. Hier zeigt sich, dass, wenn das diskontinuierliche quadratische Element
angewendet wird, die Methode der automatischen Wahl der Integrationsordnungen einen
großen Teil der Rechenzeit für die Erstellung der Einflussmatrizen einspart und die
erforderliche Genauigkeit trotzdem erhalten bleibt.
7.3. Bereich der Diskretisierung
Theoretisch muss die ganze Bodenoberfläche diskretisiert werden. Die Einflüsse der
Elemente, die weit von den Fundamenten entfernt liegen, sind sehr klein, daher muss
man nicht die gesamte Bodenoberfläche diskretisieren. Das oben beschriebene System
wird angewendet, um eine passende Grenze zu finden. Drei verschiedene Größen
des Diskretisierungsbereichs werden untersucht. Die Bereiche unter den Fundamenten
werden jeweils in 9 Elemente, die übrigen Bereiche in 2 × 2 m große Elemente
diskretisiert. Die Ergebnisse sind in Abb. 7.2 und Tab. 7.6 dargestellt.
A CPU Zeit (sek)
2b 2651
4b 11874
6b 41102
Tabelle 7.6.: Die gebrauchte Zeit
Aus Abb. 7.2 ergibt sich, dass die Nachgiebigkeiten des Fundaments 1 in allen drei
Fällen keinen großen Unterschied haben. Für das Fundament 2 weicht die Nachgiebigkeit
bei A = 2b von den Nachgiebigkeiten bei A = 4b und 6b ab. Die Nachgiebigkeiten von
A = 4b und 6b stimmen schon sehr gut miteinander überein. Die Rechenzeit ist in Tab. 7.6
angegeben. Die Rechenzeit für den FallA = 6b ist fast viermal größer wie die Rechenzeit
für de Fall A = 4b. Unter Berücksichtigung der Genauigkeit und der Rechenzeit wird in
den folgenden Untersuchungen der Diskretisierungsbereich mit A = 4b angewendet.
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Abbildung 7.2.: Absolute Werte der vertikalen Nachgiebigkeit der Fundamente bei
verschiedenen Diskretisierungsbereichen
7.4. Einfluss der Fundamentmasse
In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Massen der Fundamente berücksichtigt. Die
Dichte der Fundamente wird mit 2500 kgm3 angenommen. Der Isolationsgraben wird
nicht berücksichtigt und nur eine Bodenschicht wird hier betrachtet. Die Ergebnisse
der absoluten Werte der vertikalen Nachgiebigkeit unter Berücksichtigung der Masse der
Fundamente und nicht massenbehafteten Fundamente sind in Abb. 7.3 und Abb. 7.4
dargestellt.
In der Abb. 7.3 und Abb. 7.4 kann man sehen, dass die Massen der Fundamente bei
niedriger Frequenz wenig Einfluss haben. Bei höherer Frequenz aber ist der Einfluss
der Massen der Fundamente nicht vernachlässigbar. Daher werden die Massen der
Fundamente in den folgenden Parameteruntersuchungen berücksichtigt.
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Abbildung 7.3.: Absolute Werte der vertikalen Nachgiebigkeit des Fundaments 1
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Abbildung 7.4.: Absolute Werte der vertikalen Nachgiebigkeit des Fundaments 2
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7.5. Abschirmung der Vibration durch leere und gefüllte
Isolationsgräben
Zunächst wird die prinzipielle Wirkungsweise eines Isolationsgrabens dargestellt. Eine
Variantenreihe wird untersucht.
7.5.1. Vorgaben
• Eigenschaften:
• zwei Fundamente
∗ Abmessungen: jeweils 2 m × 2 m × 0, 3 m
∗ Abstand: 10m
∗ Dichte: 2500 kgm3
• Boden
∗ Schubmodul: µ = 132000 kNm2
∗ Querkontraktionszahl: ν = 1/3
∗ Dichte: ρ = 2000 kgm3
∗ Dämpfungsgrad: β = 3% [37, 40]
• Belastung
∗ Amplitude 1000 kN
∗ Kreisfrequenz: 200 rads
• Fünf Varianten:
1. Ohne Isolationsgraben
2. Kurzer Isolationsgraben leer
∗ Abmessungen: 0, 5 m breit, 3, 0 m lang und 3, 0 m tief
∗ Abstand zwischen Isolationsgraben und Fundament 2 beträgt 0, 5 m
3. Kurzer Isolationsgraben mit Beton gefüllt
∗ Abmessungen: 0, 5 m breit, 3, 0 m lang und 3, 0 m tief
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∗ Abstand zwischen Isolationsgraben und Fundament 2 beträgt 0, 5 m
∗ Eigenschaften des Betons:
· Schubmodul 13200000 kNm2
· Querkontraktionszahl 0, 2
· Dichte 2000 kgm3
· Dämpfungsgrad: β = 3%
4. Langer Isolationsgraben leer
∗ Abmessungen: 0, 5 m breit, 6, 0 m lang und 4, 0 m tief
∗ Abstand zwischen Isolationsgraben und Fundament 2 beträgt 0, 5 m
5. Langer Isolationsgraben mit Beton gefüllt
∗ Abmessungen und Position des Isolationsgrabens wie in Variante 4
∗ Eigenschaften des Betons wie in Variante 3
7.5.2. Schlußfolgerungen und Vergleiche aus den 5 Varianten
Aus Abb. 7.5 ergibt sich, dass die Amplituden des Systems ohne Isolationsgraben nur
von den Wellen aus dem belasteten Fundament 1 und den Störwellen des Fundamentes
2 beeinflusst werden. Die Wellenausbreitung aus Fundament 1 ist in der Abbildung gut
erkennbar.
Wie man in den Abbildungen (Abb. 7.5 bis Abb. 7.9) sehen kann, gibt es keine
Reflexionen der Wellen am Rand des untersuchten Systems. Hier zeigt sich, dass der
künstliche Rand in der REM im gegensatz zur FEM keine Reflexionen verursacht.
Wenn man Abb. 7.7 und Abb. 7.9 vergleicht, kann man sehen, dass die Amplituden
der Oberfläche hinter dem gefüllten Isolationsgraben reduziert werden. Bei dem kürzeren
Isolationsgraben ist der abgeschirmte Bereich, in dem Amplituden abgemindert werden,
kleiner. Bei dem längeren Isolationsgraben ist der abgeschirmte Bereich entsprechend
größer. In diesen Varianten gibt es fast keine Beugung der Wellen. Die Wellen werden
reflektiert und gebrochen. Die belasteten Fundamente werden in diesen Varianten nur
gering beeinflusst. Das bedeutet, dass die Amplitude des Fundaments 1 fast gleich groß
ist wie in der Variante ohne Isolationsgraben.
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Abbildung 7.5.: Vertikale Amplitude ohne Isolationsgraben
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Abbildung 7.6.: Vertiakle Amplitude mit kürzerem, leerem Isolationsgraben
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Abbildung 7.7.: Vertikale Amplitude mit kürzerem, gefülltem Isolationsgraben
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Abbildung 7.8.: Vertikale Amplitude mit längerem, leerem Isolationsgraben
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Abbildung 7.9.: Vertikale Amplitude mit längerem, gefülltem Isolationsgraben
In Abb. 7.9 kann man sehen, dass die Amplitude des Fundaments 2 gut reduziert
wird. Im Gegensatz dazu ergibt sich aus Abb. 7.6, dass der leere Isolationsgraben die
Amplitude des zweiten Fundaments vergrößern kann. Der Grund dafür ist die Beugung
der Wellen. In der Variante mit leerem Isolationsgraben werden die Wellen teilweise
reflektiert und teilweise durch Beugung von den beiden Enden des Isolationsgrabens
weiter verbreitet. Wenn der Isolationsgraben nicht lang genug ist, kann die Amplitude
am zweiten Fundament wegen der Beugung der Wellen nicht abgemindert werden. Aus
den in Abb. 7.6 und Abb. 7.8 angegebenen Maxima der Amplitude ergibt sich, dass auch
das belastete Fundament von dem leeren Isolationsgraben negativ beeinflusst wird. Die
Amplitude des Fundaments 1 wird vergrößert, weil die Wellen am leeren Isolationsgraben
reflektiert werden.
7.6. Parameteruntersuchung
Die Richtigkeit des Programms wurde bereits nachgewiesen. In diesem Abschnitt
werden nun einige Parameteruntersuchungen durchgeführt. Die Reaktion des zweiten
Fundaments infolge der Belastung auf dem ersten Fundament ist von vielen verschiedenen
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Parametern abhängig : z.B. die Abmessungen der Fundamente und des Isolationsgrabens,
der Abstand zwischen den Fundamenten und der Abstand zwischen dem Fundament und
dem Isolationsgraben usw..
Es werden nur zwei in kurzem Abstand zueinander liegende Fundamente betrachtet.
Der Abstand zwischen beiden Fundamenten wird hier nicht wie in anderen Arbeiten durch
die Rayleighwellenlänge normiert, sondern auf 10m festgelegt. Die Abmessungen der
beiden Fundamente und die Eigenschaften des Bodens werden aus dem letzten Abschnitt
übernommen. In dieser Arbeit wird nur ein passiver Isolationsgraben untersucht. Das
in der Arbeit eintwickelte Programm kann auch für aktive Isolationsgräben angewendet
werden. Der Isolationsgraben wird zwischen den beiden Fundamenten angeordnet, jedoch
nah an Fundament 2. Das Koordinatensystem ist wie in Abb. 7.10 definiert. Der
Abstand zwischen dem Isolationsgraben und dem Fundament 2 ist wie in Abb. 7.10 mitA
bezeichnet. Die betrachtete Kreisfrequenz liegt zwischen 0 und 200 rads .Die Eigenschaften
des Füllmaterials werden, wenn nicht anders definiert, wie folgt angenommen :
Querkontraktionszahl ν = 1/3
Dichte ρ = 2000 kgm3
Dämpfungsgrad β = 3%
Schubmodulvarianten: Das Verhältnis zwischen den Schubmodulwerten der
Füllmaterialien und des Bodens wird folgendermaßen angenommen: 0,1, 10, 100
und 1000. Bei einem leeren Isolationsgraben ist das oben erwähnte Verhältnis gleich
Null. Das Verhältnis wird in den folgenden Abschnitten mit V bezeichnet. V = 100
entspricht dem Schubmodul des Betons.
V =
Schubmodul des Füllmaterials
Schubmodul des Bodens
Um die Reduzierungsergebnisse beurteilen zu können, wird ein Reduzierungsfaktor
angewendet. Die Definition des Reduzierungsfaktors sieht wie folgt aus :
AR =
Die Amplitude des Fundaments 2 mit Isolationsgraben
Die Amplitude des Fundaments 2 ohne Isolationsgraben
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Abbildung 7.10.: Definitionen des Koordinatensystems und der Abmessungen des
Isolationsgrabens
7.6.1. Einfluss der Abmessungen des Isolationsgrabens
• Einfluss der Länge des Isolationsgraben
Die Abmessungen und Position des Isolationsgrabens sind
B = 0, 5 m
L = 2 m; 3 m; 4 m; 5 m
T = 1 m
A = 0, 5m
Die Ergebnisse sind in Abb. 7.11 bis Abb. 7.14 dargestellt.
Aus Abb. 7.11 bis Abb. 7.14 kann man folgende Ergebnisse entnehmen:
• Wenn der Schubmodul des Füllmaterials kleiner ist als der Schubmodul des
Bodens, kann der Isolationsgraben in dem untersuchten Frequenzbereich das
Ziel der reduzierten Amplitude nicht erreichen. Im Gegenteil, die Amplitude
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L = 2 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
T = 1,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.11.: Reduzierungsfaktor bei L = 2m
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L = 3 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
T = 1,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.12.: Reduzierungsfaktor bei L = 3m
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L = 4 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
T = 1,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.13.: Reduzierungsfaktor bei L = 4m
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L = 5 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
T = 1,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.14.: Reduzierungsfaktor bei L = 5m
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vergrößert sich bei einem weicheren Material im Isolationsgraben. Je höher die
Frequenz ist, desto größer ist die Amplitude.
• Wenn das Füllmaterial steifer als die Bodenschicht ist, kann der Isolationsgraben
die einwirkende Amplitude auf Fundament 2 vermindern. Je steifer das
Füllmaterial ist, desto besser ist das Isolationsergebnis. Bei höherer Frequenz
ist das Isolationsergebnis besser als bei niedriger Frequenz.
• Mit steiferen Füllmaterialien wird der längere Isolationsgraben das bessere
Isolationsergebnis erzielen, z.B. bei V = 100 und 1000. Zur Verdeutlichung
sind in Abb. 7.15 die Isolationsergebnisse bei V = 100 mit unterschiedlichen
Isolationsgrabenlängen dargestellt. Aus der Abbildung ergibt sich, dass
das Isolationsergebnis sich bei längeren Isolationsgräben verbessert, aber der
Unterschied immer kleiner wird. Bei relativ weichem Füllmaterial (V =
10) hat die Länge des Isolationsgrabens nur relativ wenig Einfluss auf das
Isolationsergebnis.
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V  = 100
L = 2 m
L = 3 m
L = 4 m
L = 5 m
B = 0,5 m
T = 1,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.15.: Reduzierungsfaktor bei V = 100 mit unterschiedlichen
Isolationsgrabenlängen
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• Einfluss der Tiefe des Isolationsgrabens
Die Abmessungen und Position des Isolationsgrabens sind
B = 0, 5 m
L = 3 m
T = 1 m; 2 m; 3 m; 4 m
A = 0, 5m
Die Ergebnisse sind in Abb. 7.16 bis Abb. 7.19 dargestellt.
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T = 1 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
L = 3,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.16.: Reduzierungsfaktor bei T = 1m
Aus den Abbildungen (Abb. 7.16 bis Abb. 7.19) können wir die folgenden Resultate
entnehmen.
• Der Einfluss des Schubmoduls des Füllmaterials ist gleich wie im vorigen
Abschnitt. Der steifere Stoff kann die Schwingungen besser abschirmen.
• Bei tieferen Isolationsgräben kann man ein besseres Isolationsergebnis
feststellen. Wenn die Tiefe des Isolationsgraben von 1 auf 2 und 3 m zunimmt,
82
7.6. Parameteruntersuchung
0 40 80 120 160 200
Kreisfrequenz [ rad/s ]
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
2.0
2.2
2.4
R
ed
uz
ie
ru
ng
sf
ak
to
r [
 - 
]
T = 2 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
L = 3,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.17.: Reduzierungsfaktor bei T = 2m
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T = 3 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
L = 3,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.18.: Reduzierungsfaktor bei T = 3m
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T = 4 m
V = 0
V = 0,1
V = 10
V = 100
V = 1000
B = 0,5 m
L = 3,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.19.: Reduzierungsfaktor bei T = 4m
verbessert sich das Isolationsergebnis bei V = 100 und 1000. Wenn die Tiefe
des Isolationsgraben von 3 auf 4 m zunimmt, hat sich das Isolationsergebnis
bei V = 1000 verbessert, aber bei V = 100 (siehe Abb. 7.20) verbessert
sich das Isolationsergebnis nicht und in dem hohen Frequenzbereich ist das
Isolationsergebnis sogar schlechter geworden.
• Einfluss der Breite des Isolationsgrabens
Die Abmessungen und Position des Isolationsgrabens sind
B = 0, 3 m; 0, 5 m; 1, 0 m
L = 3 m
T = 4 m
A = 0, 5m
Die Ergebnisse sind in Abb. 7.21 dargestellt.
• Der Einfluss des Schubmoduls des Füllmaterials ist gleich wie in den vorigen zwei
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V  = 100
T = 1 m
T = 2 m
T = 3 m
T = 4 m
B = 0,5 m
L = 3,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.20.: Reduzierungsfaktor bei V = 100 mit unterschiedlichen
Isolationsgrabentiefen
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V = 100
V = 1000
B = 0,3 m
B = 0,5 m
B = 1,0 m
L = 3,0 m
T = 4,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.21.: Reduzierungsfaktor für verschiedene Breiten des Isolationsgrabens
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Abschnitten, daher sind nur die zwei Schubmodulwerte (V = 100 und 1000), die
in dem untersuchten Frequenzbereich größeren Einfluss haben, in der Abb. 7.21
dargestellt. Aus der Abb. 7.21 kann man ersehen, dass sich bei Zunahme der Breite
des Isolationsgrabens das Ergebnis verbessert.
7.6.2. Einfluss des Abstandes zwischen dem Isolationsgraben und
dem Fundament 2
• Die Abmessungen und Position des Isolationsgrabens sind
B = 0, 5 m
L = 3 m
T = 2 m
A = 0, 5 m; 1, 0 m; 1, 5 m
Die Ergebnisse sind in Abb. 7.22 dargestellt.
In der Abb. 7.22 kann man sehen, dass eine größere Entfernung zwischen dem
Isolationsgraben und dem Fundament 2 negativen Einfluss auf das Isolationsergebnis hat.
Ein Isolationsgraben sollte möglichst nah an Fundament 2 gelegt werden.
7.6.3. Einfluss des Schubmoduls des Füllmaterials
Wie in den Abb. 7.11 bis Abb. 7.19 dargestellt, hat der steifere Stoff bessere
Isolationsfähigkeiten. Dieses Ergebnis stimmt mit dem Ergebnis von Ahmad und Al-
Hussaini [3] überein. Aber die Isolationsergebnisse des leeren Isolationsgrabens von
Ahmad und Al-Hussaini [3] , Beskos et al. [22] und Dasgupta et al. [40] sind besser als
die Ergebnisse des gefüllten Isolationsgrabens. Das Resultat der obigen Untersuchungen
widerspricht (zunächst) den Ergebnissen des vorigen Abschnitts. In den Arbeiten von
Ahmad et al. [3] und Beskos et al. [22] werden zwei-dimensionale Systeme berechnet.
Das bedeutet, dass die Länge des Isolationsgrabens unendlich ist. Die Arbeit von Dasgupta
et al. [40] verwendet ein 3-dimensionales System. Die Länge des Isolationsgrabens
ist 2 × LR (LR : die Rayleighwellenlänge. LR = 2π cR /ω). Die Eigenschaften des
in dem vorigen Abschnitt angewendeten Stoffes sind : Schubmodul µ = 132000 kNm2 ,
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V = 10
V = 100
V = 1000
Abstand = 0,5 m
Abstand = 1,0 m
Abstand = 1,5 m
B = 0,5 m
L = 3,0 m
T = 2,0 m
Abbildung 7.22.: Reduzierungsfaktor bei verschiedenen Abständen zwischen dem
Isolationsgraben und dem Fundament 2
v = 1/3 und ρ = 2000 kgm3 . Die entsprechende Rayleighwellengeschwindigkeit ist
etwa 240,0 ms . Bei einer Kreisfrequenz von 200,0
rad
s ist damit die Rayleighwellenlänge
7,54 m. Der im vorigen Abschnitt untersuchte Isolationsgraben hat eine max. Länge
von 4, 0m. Das bedeutet max Länge ' 0, 53LR. Diese ist wesentlich kleiner als die
angewendete Länge in der Arbeit von Dasgupta et al. [40] . Daher wird in diesem
Abschnitt noch ein Beispiel berechnet. Die Eigenschaft des Bodens ist wie vorher. Die
Abmessung des Isolationsgrabens ist 0, 5m×6, 0m×4, 0m (B×L×T ).Die obere Grenze
der untersuchten Kreisfrequenz ist von 200 auf 400 erhöht worden. Das Ergebnis ist in
Abb. 7.23 dargestellt.
In Abb. 7.23 kann man sehen, dass der leere Isolationsgraben bei höherer Frequenz
die Schwingung gut abschirmen kann. Bei der Kreisfrequenz 400 rad
s
ist die Länge des
Isolationsgrabens etwa gleich 1, 6LR. Bei dieser Frequenz kann der leere Isolationsgraben
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V = 0
V = 100
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T = 4,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.23.: Reduzierungsfaktor im grösseren Kreisfrequenzbereich
die Schwingung besser isolieren als der gefüllte Isolationsgraben. Das entspricht dem
Ergebnis von Dasgupta et al. [40] . Aber bei niedrigen Frequenzen erhält man für den
leeren Isolationsgraben ein schlechteres Ergebnis der Schwingungsisolation als für den
mit steiferem Stoff gefüllten Isolationsgraben. Das Ergebnis stimmt mit dem Ergebnis
von Chen [35] überein. Chen et al. untersucht in einem Feldversuch die Wirkung eines
leeren Isolationsgrabens. Ein Hammer verursacht eine Stoßbelastung auf ein Fundament.
Ein 20 m langer, leerer Isolationsgraben steht 18 m weit entfernt von dem Fundament. Die
Vibration hinter dem Isolationsgraben wird gemessen. Das Ergebniss zeigt, dass der leere
Isolationsgraben im Niederfrequenzbereich die Vibration kaum abmindern kann. In Abb.
7.23 kann man auch feststellen, dass das Isolationsergebnis des gefüllten Isolationsgrabens
bei höherer Frequenz wieder schlechter wird. Daher kann man feststellen, dass der leere
Isolationsgraben für höhere Frequenzen geeigneter ist und der mit steiferem Stoff gefüllte
Isolationsgraben für niedrigere Frequenzen besser ist.
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7.6.4. Einfluss der Querkontraktionszahl des Füllmaterials
Zu den Eigenschaften des Füllmaterials gehören der Schubmodul, die
Querkontraktionszahl und die Dichte. Der Einfluss des Schubmoduls ist schon im
vorigen Abschnitt behandelt worden. In diesem Abschnitt wird der Einfluss der
Querkontraktionszahl untersucht. Die Abmessungen und Position des Isolationsgrabens
sind:
B = 0, 5 m ; L = 3 m ; T = 2 m ; A = 0, 5m
Drei verschiedene Querkontraktionszahlen werden angewendet : 0,25, 0,33 und 0,4.
Die Ergebnisse sind in der Abb. 7.24 dargestellt.
B = 0,5 m
L = 3,0 m
T = 2,0 m
A = 0,5 m
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V = 1
V = 10
V = 100
V = 1000
   = 0,2
   = 0,33
   = 0,4
Abbildung 7.24.: Reduzierungsfaktor bei verschiedenen Querkontraktionszahlen des
Füllmaterials
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Wenn V = 1 oder V = 1000, hat die Querkontraktionszahl fast keinen Einfluss.
Aber in den anderen zwei Fällen (V = 10, 100) kann das Füllmaterial mit kleiner
Querkontraktionszahl die Schwingungen besser abschirmen.
7.6.5. Einfluss der Dichte des Füllmaterials
Die Abmessungen und Position des Isolationsgrabens sind
B = 0, 5 m ; L = 3 m ; T = 2 m ; A = 0, 5m
Drei verschiedene Dichten werden angewendet : 1500, 2000 und 2500 kgm3 . Die
Ergebnisse sind in Abb. 7.25 dargestellt.
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Abbildung 7.25.: Reduzierungsfaktor bei verschiedenen Dichten des Füllmaterials
Aus Abb. 7.25 kann man ersehen, dass die Dichte in dem untersuchten
Frequenzbereich fast keinen Einfluss hat.
7.6.6. Einfluss der Dämpfung des Füllmaterials
In den vorigen Untersuchungen wurde angenommen, dass der Dämpfungsgrad des Bodens
und des Füllmaterials 3% betragen. Hier werden außer 3% auch 0 und 5% angewendet,
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um den Einfluss der Dämpfung zu betrachten. Die Abmessungen und Position des
Isolationsgrabens sind:
B = 0, 5 m ; L = 3 m ; T = 2 m ; A = 0, 5m
Die Ergebnisse sind in der Abb. 7.26 dargestellt.
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V = 10
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Dämpfungsgrad = 3%
Dämpfungsgrad = 5%
B = 0,5 m
L = 3,0 m
T = 2,0 m
A = 0,5 m
Abbildung 7.26.: Reduzierungsfaktor unter Berücksichtigung des Einflusses der
Dämpfung
In dieser Abbildung kann man sehen, dass die Dämpfung wenig Einfluss hat. Diese
Situation im stationären Zustand ist ähnlich wie bei einer erzwungenen Schwingung. Die
Dämpfung kann eine Phasenverschiebung verursachen. Die Dämpfung des Bodens ist
nicht sehr groß, daher hat sie auch wenig Einfluss auf die Schwingungsamplitude. Sie
wird mehr Einfluss haben, wenn der instationäre Zustand berücksichtigt wird.
7.6.7. Einfluss der zweiten Bodenschicht
In diesem Abschnitt wird der Einfluss einer zweiten Bodenschicht betrachtet. In diesem
Fall entstehen neben den Kompressionswellen, Scherwellen und Rayleighwellen noch
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Love-Wellen im Boden. Hier wird ein Isolationsgraben angewendet, dessen Abmessungen
und Position
B = 0, 5 m ; L = 4 m ; T = 3 m ; A = 0, 5m sind.
Zwei verschiedene Tiefen (10 m und 15 m) der zweiten Bodenschicht werden
in Betracht gezogen. Das Verhältnis zwischen den Schubmodulwerten der zweiten
Bodenschicht und der ersten Bodenschicht wird mit V2 bezeichnet.
V2 =
Schubmodul der zweiten Bodenschicht
Schubmodul der ersten Bodenschicht
Die angewendeten Schubmodulverhältnissse sind V2 =10, 100 und 1000. Die übrigen
Eigenschaften der zweiten Bodenschicht sind : ν = 1/3 und ρ = 2000 kgm3 . Die
Untersuchungsergebnisse sind in Abb. 7.27 und Abb. 7.28 dargestellt.
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Abbildung 7.27.: Reduzierungsfaktor unter Berücksichtigung der zweiten Bodenschicht
bei einer Tiefe von 10,0 m
In Abb. 7.27 und Abb. 7.28 kann man sehen, dass der Isolationsgraben in diesem Fall
immer noch die Schwingung isolieren kann. Wenn die Tiefe der zweiten Bodenschicht
10,0 m ist, verschlechtern sich die Isolationsergebnisse von V = 1000 bei höherer
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Abbildung 7.28.: Reduzierungsfaktor unter Berücksichtigung der zweiten Bodenschicht
bei einer Tiefe von 15,0 m
Frequenz. Aber bei einer Tiefe von 15,0 m sind die Kurven in Abb. 7.28 relativ flach.
Das bedeutet, dass die zweite Bodenschicht größeren Einfluss hat, wenn sie näher an der
Oberfläche liegt. Den Einfluss des Schubmoduls der zweiten Bodenschicht kann man
in Abb. 7.27 sehen. Bei höheren Schubmodulwerten (V = 100 und 1000 ) kann der
Isolationsgraben im niedrigen Frequenzbereich die Schwingungen besser isolieren.
7.7. Zusammenfassung
Aus den obigen Parameteruntersuchungen ergibt sich, dass sich bei größeren
Abmessungen des gefüllten Isolationsgrabens das Isolationsergebnis degressiv verbessert.
Im untersuchten Frequenzbereich ist festzustellen, dass der Schubmodul des
Füllmaterials größer als der Schubmodul des Bodens sein sollte. Die Dichte des Materials
hat kaum Einfluss. Je grösser der Schubmodul ist, desto besser ist das Isolationsergebnis.
Der Schubmodul des Betons entspricht in dieser Untersuchung V = 100 . Die
Querkontraktionszahl sollte so klein wie möglich sein, bei Beton beträgt sie etwa 0,2.
Aus diesen Parametern ergibt sich, dass Beton ein geeignetes Füllmaterial ist, um die
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Schwingungen im niedrigen Frequenzbereich abzumindern. Bei höheren Frequenzen
erweist sich der leere Isolationsgraben als geeigneter.
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8. Anwendung des Isolationsgrabens bei einer
Hochgeschwindigkeitstrasse
Schienenfahrzeuge, insbesondere Hochgeschwindigkeitszüge, stellen eine wesentliche
Erschütterungsquelle dar. Aktuelles Beispiel ist eine in Taiwan geplante
Hochgeschwindigkeitsstrecke, auf der Züge mit bis zu 350 km/h fahren sollen. Die
Auswirkungen der durch diese Strecke möglicherweise verursachten Erschütterungen
auf einen in einer Entfernung von ca. 200 m liegenden Industriepark mit
vibrationsempfindlichen Produktionsstätten sind derzeit Gegenstand wissenschaftlicher
Untersuchungen [36, 49, 84] .
Um die Erregerkraft auf den Brückenpfeilern zu simulieren, wird in der Arbeit von
Ju [49] die FEM angewendet. Dabei werden auch die Masse und Dämpfungssysteme
des Zuges berücksichtigt. Um die Vibration der Bodenoberfläche zu reduzieren, kann
man die Erregerkraft auf den Pfeilern reduzieren (aktiv), z.B. durch Strukturänderung
der Brücke [49] , oder die Ausbreitung der Wellen verhindern, z.B. durch Anordnung
von Isolationsgräben nahe der Brücke (aktiv) [49, 84] oder nahe des zu schützenden
Gebäudes (passiv) [84] . In der Arbeit von Ye [84] wird die FEM angewendet, um
die Isolationsergebnisse unterschiedlicher Kombinationen von Isolationsgräben, -platten
sowie -kästen zu untersuchen. Das Problem wird in seiner Arbeit in ein zweidimensionales
Problem vereinfacht.
Die vereinfachte Berechnung als ebenes Problem impliziert, dass Linienquelle und
Isolationsgraben unendlich lang sind. Dadurch können die folgenden Aspekte nicht
berücksichtigt werden:
• Die Vorbeifahrt eines Zuges bewirkt eine phasenverschobene dynamische Belastung
der einzelnen Brückenpfeilerfundamente. Die Phasenverschiebung ist dabei abhängig
von der Brückenspannweite.
• An den seitlichen Enden des Isolationsgrabens werden die Wellen gebeugt. Bei
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Isolationsgräben, die nicht wesentlich länger als der zu schützende Bereich sind, kann
diese Beeinträchtigung der Abschirmung nicht vernachlässigt werden.
In diesem Kapitel werden in Anlehnung an das Beispiel der in Taiwan geplanten
Trasse an einen räumlichen System Berechnungen durchgeführt, die die prinzipiellen
Auswirkungen dieser Aspekte verdeutlichen sollen.
Zunächst wird das System Pfeilerfundamente-Boden untersucht. Für
Brückenspannweiten von 6 m bis 40 m wird die Auswirkung der Erschütterungen auf
ein 40 m × 50 m großes Gebiet in 175 m Entfernung von der Trasse mit Hilfe der
REM untersucht. Entsprechend der Zuglänge wird ein 300 m langes Stück der Trasse
angesetzt, woraus sich je nach Spannweite 7 bis 51 Erregerfundamente ergeben. Die
anzusetzende Belastung der Erregerfundamente wird mittels modaler Analyse für das
auf den Brückenträger wirkende Lastkollektiv (Achslasten als wandernde Einzellasten)
ermittelt. Aufgrund dieser Ergebnisse wird dann für eine feste Trägerspannweite ein
System untersucht, bei dem vor dem zu schützenden Gebiet leere bzw. gefüllte
Isolationsgräben angeordnet sind.
Die in diesem Kapitel mit Hilfe der REM zu berechnenden Gebiete sind wesentlich
größer als das im vorigen Kapitel für die Parameterstudie verwendete System. Es werden
daher folgende Methoden angewendet, um die erforderliche Rechenzeit zu verringern:
• Der Einfluss mehrerer Erregerfundamente wird durch Überlagerung ermittelt. Dies ist
zulässig, da die dem Problem zugrunde liegenden Gleichungen linear sind.
• Für die Systeme ohne Isolationsgraben wird ein zweistufiges Berechnungsverfahren
eingesetzt. Dabei wird das zu berechnende Gebiet in zwei sich überlappende Bereiche
eingeteilt, die nacheinander berechnet werden. Da hierbei kleinere Gleichungssysteme
zu lösen sind, wird die Rechenzeit wesentlich reduziert.
8.1. Überlagerung
An einem relativ kleinen System soll zunächst gezeigt werden, dass die Überlagerung
zulässig ist. Im System befinden sich zwei 2 m× 2 m große Fundamente in einem Abstand
von 10 m. Diese Fundamente werden beide mit einer harmonischen Belastung von 1000
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kN beansprucht. Die Phasenverschiebung zwischen beiden Belastungen ist Null bzw. π,
die Frequenz 60 rad/s. Das System wird auf zwei Arten berechnet: Einerseites werden
beide Fundamente von vorneherein in der Berechnung berücksichtigt, andererseits wird
das System mit nur einem Fundament berechnet und aus diesem Ergebnis das Ergebnis
für das System mit zwei Fundamenten durch Spiegelung und Überlagerung ermittelt. Die
Ergebnisse für die Belastung ohne Phasenverschiebung sind in Abb. 8.1 und Abb. 8.2
dargestellt.
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Abbildung 8.1.: Amplitude der Verschiebung bei dem System mit zwei Fundamenten
und ohne Phasenverschiebung
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Abbildung 8.2.: Amplitude der Verschiebung bei der Überlagerung von zwei Systemen
mit einzelnem Fundament und ohne Phasenverschiebung
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In diesen Abbildungen kann man den Unterschied der Verschiebung beider Fälle kaum
unterscheiden.
Wenn man eine Belastung mit eiφ multipliziert, dann kann die Phasenverschiebung φ
berücksichtigt werden. Die Ergebnisse für eine Phasenverschiebung π sind in Abb. 8.3
und Abb. 8.4 dargestellt.
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Abbildung 8.3.: Amplitude der Verschiebung bei dem System mit zwei Fundamenten
und einer Phasenverschiebung π
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Abbildung 8.4.: Amplitude der Verschiebung bei der Überlagerung von zwei Systemen
mit einzelnem Fundament und einer Phasenverschiebung π
Aus diesen Abbildungen ergibt sich praktisch kein Unterschied.
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In den folgenden Berechnungen muß nur das System mit einem Pfeiler berechnet
werden. Andere Systeme mit mehreren Pfeilern und unterschiedlichen Spannweiten
können durch Überlagerung ermittelt werden.
8.2. Zweistufige Berechnung
Die für ein System benötigte Rechenzeit setzt sich im wesentlichen aus zwei Anteilen
zusammen: Zunächst müssen die Einflussmatrizen berechnet werden. Dieser Anteil
ist etwa proportional zum Quadrat der Knotenanzahl. Der andere Anteil wird zur
Invertierung der Einflussmatrizen benötigt und ist etwa proportional zur dritten Potenz
der Knotenanzahl. Um diesen überproportional anwachsenden Anteil zu reduzieren,
wird ein zweistufiges Rechenverfahren eingesetzt. Dieses Verfahren ist für die Systeme
ohne Isolationsgraben geeignet. Hier ist für die Überlagerung ein Gebiet mit nur einem
Fundament zu berechnen, dabei treten nur zwei Arten von Randbedingungen (Fundament
und lastfreie Bodenoberfläche außerhalb des Fundaments) auf. Die lastfreie Oberfläche
kann in zwei sich überlappende Bereiche aufgeteilt werden, die nacheinander berechnet
werden.
8.2.1. Prinzip der Methode
Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 6 (Index e: Fundament; Index f : lastfreie
Bodenoberfläche) ergeben sich die folgenden Gleichungen:·
[T11] [T12]
[T21] [T22]
¸½ {u}e{u}f
¾
=
·
[U11] [U12]
[U21] [U22]
¸½ {t}e{t}f
¾
(8.1)
½ {t}e{t}f
¾
=
·
[A11] [A12]
[A21] [A22]
¸½ {u}e{u}f
¾
(8.2)
Nach Einsetzen der Randbedingungen erhält man½ {P}
{0}
¾
=
·
[G11] [G12]
[G21] [G22]
¸½ {e}
{u}f
¾
(8.3)
Es müssen zwei vollbesetzte Matrizen ([U ] und [G]) invertiert werden, um die unbekannten
Verschiebungen zu berechnen.
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Weil Belastung und Geometrie symmetrisch sind, muß man nur ein Viertel des Bereichs
diskretisieren und berechnen. Das diskretisierte Gebiet wird in 4 Zonen unterteilt, wie in
der folgenden Abbildung dargestellt.
Zone II
Zone III
Zone IV
Fundament
-y
-x
I
Abbildung 8.5.: Aufteilung des diskretisierten Gebiets
In der ersten Stufe der Berechnung werden die Verschiebungen der Zonen I, II und III
ermittelt. Die Verschiebungen der Zonen I und II werden als Randbedingungen in der
zweiten Stufe der Berechnung angewendet. In der zweiten Stufe der Berechnung muß
man nur die Verschiebungen der Zonen III und IV ermitteln. Der Rechenvorgang kann
folgendermaßen dargestellt werden.
• Erste Stufe


[TI I ] [TI II ] [TI III ]
[TII I ] [TII II ] [TII III ]
[TIII I ] [TIII II ] [TIII III ]





{uI}
{uII}
{uIII}



=


[UI I ] [UI II ] [UI III ]
[UII I ] [UII II ] [UII III ]
[UIII I ] [UIII II ] [UIII III ]





{tI}
{tII}
{tIII}


 (8.4)
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


{tI}
{tII}
{tIII}


 =


[AI I ] [AI II ] [AI III ]
[AII I ] [AII II ] [AII III ]
[AIII I ] [AIII II ] [AIII III ]





{uI}
{uII}
{uIII}


 (8.5)
Setzt man die Randbedingungen ein, erhält man



{P}
{0}
{0}


 =


[Gee] [Ge II ] [Ge III ]
[GII e] [GII II ] [GII III ]
[GIII e] [GIII II ] [GIII III ]





{e}
{uII}
{uIII}


 (8.6)
Nach der Ermittlung der Verschiebungen vom Fundament {e} kann man die
Verschiebungen {uI} und die Randspannungen {tI} ermitteln.
• Zweite Stufe


[TI I ] [TI II ] [TI III ] [TI IV ]
[TII I ] [TII II ] [TII III ] [TII IV ]
[TIII I ] [TIII II ] [TIII III ] [TIII IV ]
[TIV I ] [TIV II ] [TIV III ] [TIV IV ]





{uI}
{uII}
{uIII}
{uIV }



=


[UI I ] [UI II ] [UI III ] [UI IV ]
[UII I ] [UII II ] [UII III ] [UII IV ]
[UIII I ] [UIII II ] [UIII III ] [UIII IV ]
[UIV I ] [UIV II ] [UIV III ] [UIV IV ]





{tI}
{tII}
{tIII}
{tIV }



(8.7)
Setzt man die Randbedingungen in die Gl. (8.7) ein, erhält man½
[TIII III ] [TIII IV ]
[TIV III ] [TIV IV ]
¾½ {uIII}
{uIV }
¾
=
·
[UIII I ]
[UIV I ]
¸
{tI}−
·
[TIII I ] [TIII II ]
[TIV I ] [TIV II ]
¸½ {uI}
{uII}
¾
. (8.8)
Die rechte Seite der Gl. (8.8) ist bekannt. Man kann nach Invertierung der Matrix
[TIII−IV ] die unbekannten Verschiebungen {uIII} und {uIV } ermitteln.
8.2.2. Optimierung der Aufteilung
Die Gesamtrechenzeit wird vom Verhältnis der Knotenanzahlen in den Zonen I - IV
beeinflusst. Es wird daher das optimale Verhältnis bestimmt. Dabei wird vorgegeben,
dass die Knotenanzahl in Zone III 20 Prozent der Anzahl in Zone I und II beträgt. Die
Rechenzeit TR lässt sich wie folgt abschätzen:
TR = C ·
£
2 · (Nk1 (1 + 0.2))3 + (Nk −Nk1)3
¤
(8.9)
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mit
Nk Gesamtknotenanzahl
Nk1 Knotenanzahl in Zone I und II
C konstanter Faktor
Die Rechenzeit ist am kürzesten, wenn Nk1 ' 0, 35Nk ist. Dieses Verhältnis sollte bei
der Diskretisierung angestrebt werden.
8.2.3. Überprüfung des Verfahrens
Um die Anwendbarkeit des Verfahrens zu überprüfen, wird ein Beispiel durchgerechnet.
Die Eigenschaften des Bodens sind: Schubmodul µ = 64800 kN/m2, Querdehnzahl
ν = 0, 4 und Dämpfungsgrad β = 2%. Die entsprechende Scherwellengeschwindigkeit
beträgt 180 m/s. Die vertikale harmonische Belastung hat eine Amplitude von 1000 kN.
Es wird mit Frequenzen von 0,1 Hz bis 4,0 Hz mit einer Schrittweite von 0,1 Hz gerechnet.
Der analysierte Bereich ist x = −220 bis 220m und y = −100 bis 100m. Der Mittelwert
der Amplitude des Bereichs (x = 175 bis 215 m, y = −25 bis 25 m) wird ermittelt.
In folgenden drei Fällen werden ein bis drei Fundamente (der Lageplan des Falles mit
zwei Fundamenten ist in Abb. 8.6 dargestellt) untersucht. Der Abstand zwischen den
3 m × 3 m großen Fundamenten beträgt 30 m. Die Ergebnisse von Fall zwei und Fall
drei werden durch Überlagerung ermittelt. Die Geschwindigkeit des Zuges wird mit 300
km/h angenommen, woraus sich bei mehreren Quellen die Phasenverschiebung ergibt.
Die Ergebnisse sind in Abb. 8.7 bis Abb. 8.9 dargestellt.
In den Abbildungen kann man sehen, dass der Unterschied zwischen den Ergebnissen
der normalen Berechnung und der zweistufigen Berechnung relativ klein ist. Daher ist
diese Methode anwendbar.
Die Rechenzeit für beide Methoden ist in Abb. 8.10 und Abb. 8.11 dargestellt.
In Abb. 8.10 kann man sehen, dass während die Elementanzahl wächst, auch
entsprechend mehr Zeit durch die Anwendung dieser neuen Methode gespart wird. Abb.
8.11 zeigt, dass ab einer Anzahl der Unbekannten von 1500 ca. 80% der Rechenzeit
eingespart wird.
102
8.2. Zweistufige Berechnung
 
30
,0
 m
40,0 m
50
,0
 m
betrachter Bereich
X
Y
175,0 m
Fundamente
Abbildung 8.6.: Lageplan des Systems mit zwei Fundamenten
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Abbildung 8.7.: Durchschnittliche Verschiebungsamplitude bei Fall Eins (ein
Fundament)
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Abbildung 8.8.: Durchschnittliche Verschiebungsamplitude bei Fall Zwei (zwei
Fundamente)
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Abbildung 8.9.: Durchschnittliche Verschiebungsamplitude bei Fall Drei (drei
Fundamente)
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Abbildung 8.10.: Gesamte Rechenzeit
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Abbildung 8.11.: Zeiteinsparung in Prozent
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8.2.4. Abweichungskorrektur
Für das im vorangegangenen Abschnitt berechnete System ist die Abweichung zwischen
normaler und zweistufiger Berechnung gering. Es ist daher keine Korrektur erforderlich.
Gegebenenfalls kann jedoch eine Abweichungskorrektur durch Iteration vorgenommen
werden.
Für das Gesamtsystem lautet die zu Gl. (8.6) analoge Gleichung



{P}
{0}
{0}
{0}



=


[Gee] [Ge II ] [Ge III ] [Ge IV ]
[GII e] [GII II ] [GII III ] [GII IV ]
[GIII e] [GIII II ] [GIII III ] [GIII IV ]
[GIV e] [GIV II ] [GIV III ] [GIV IV ]





{e}
{uII}
{uIII}
{uIV }



(8.10)
bzw.



{P}
{0}
{0}


−


[Ge IV ]
[GII IV ]
[GIII IV ]

 {uIV } =


[Gee] [Ge II ] [Ge III ]
[GII e] [GII II ] [GII III ]
[GIII e] [GIII II ] [GIII III ]





{e}
{uII}
{uIII}



(8.11)
Für {uIV } = {0} geht Gl. (8.11) in Gl. (8.6) über.
Für den ersten Iterationsschritt wird angenommen, dass {uIV } = {0} ist. Mit Hilfe
von Gl. (8.11) können {uI}, {tI}, {uII} und {uIII} ermittelt werden. Setzt man {uI} ,
{uII} und {tI} in Gl. (8.8) ein, ergeben sich {uIII} und {uIV } . Wird {uIV } in Gl.
(8.11) eingesetzt, erhält man neue {e}, {uII} und {uIII} . Das Root-Mean-Square (RMS,
Wurzel des quadratisches Mittelwerts) der Unterschiede zwischen den neuen und alten
Verschiebungen wird berechnet. Wenn das RMS kleiner als die vorgegebene Toleranz ist,
wird die Iteration abgebrochen. Anderenfalls werden die neuen {uI} , {uII} und {tI}
wieder in Gl. (8.8) eingesetzt. Dadurch erhält man neue {uIII} und {uIV }. Die Iteration
wird fortgesetzt, bis die Toleranzgrenzen eingehalten werden. Der Berechnungsvorgang
ist in Abb. 8.12 dargestellt.
8.3. Belastung des Brückenpfeilers
Um die Vibrationsprobleme einer Hochgeschwindigkeitstrasse zu untersuchen, wird die
Belastung des einzelnen Brückenpfeilers mittels eines vereinfachten Modells simuliert. Es
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Abbildung 8.12.: Flußdiagramm der zweistufigen Berechnung mit
Abweichungskorrektur
wird angenommen, dass die Brücke aus Einfeldträgern besteht. Der Zug fährt mit einer
konstanten Geschwindigkeit. Das Zugmodell gemäß [49] ist in Abb. 8.13 dargestellt.
Der Zug ist 300 m lang. Er besteht aus 12 Waggons. Das Modell der Belastung kann
mit Hilfe der Modalanalyse [65] hergeleitet werden.
Zunächst wird die Antwort des Einfeldträgers infolge einer wandernden Einzellast mit
Hilfe der Modalen Analyse hergeleitet. Anschließend kann man die modale Last von
mehreren wandernden Einzellasten durch Überlagerung ermitteln. Danach können die
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Waggon 1
Masse = 49,6 t
Waggon 12
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Waggon 3
Masse = 49,6 t
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Masse = 49,6 t
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Abbildung 8.13.: Das Zugmodell der japanischen SKS
Auflagerkräfte ermittelt werden. Diese Auflagerkräfte werden dann als Belastungen der
Fundamente angesetzt.
8.3.1. Analytische Lösung der von einer beweglichen Last belasteten
Brücke
Ein Einfeldträger mit dem konstanten Querschnitt wird von einer beweglichen Last
beansprucht (siehe Abb. 8.14).
  L   
P
Geschwindigkeit = konstant
EI = konstantm = konstant
_
b
Abbildung 8.14.: Einfeldträger mit beweglicher Last
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Die Antwort kann wie folgt dargestellt werden.
v (x, t) =
∞X
j=1
Φj (x) y˜j (t) (8.12)
Dabei sind Φj (x) und y˜j (t) die j-te Eigenform bzw. modale Verschiebungsreaktion. Die
Antwort in Gl. (8.12) besteht aus der Überlagerung aller Modalbeiträge. In Abb. 8.15
sind die ersten 3 Eigenformen und die entsprechenden modalen Belastungen dargestellt.
Zeit
Zeit
Zeit
Modale LastEigenform
Φ 3 (x ) = s in
3 π x
L
Φ 2 (x ) = s in
2 π x
L
Φ 1 (x ) = s in
π x
L
1. Eigenform
2. Eigenform
3. Eigenform
( )
( )
( )
b
b
b
Abbildung 8.15.: Die ersten 3 Eigenformen und modalen Belastungen
Die bewegliche Last kommt am linken Auflager zum Zeitpunkt t = 0 an. te ist die
Zeit, zu der die Last das rechte Auflager passiert, und kann wie folgt dargestellt werden.
te =
Lb
Vl
(8.13)
Dabei ist Lb die Spannweite des Einfeldträgers und Vl ist die Geschwindigkeit der Last P.
Die modale Last ist
f˜j (t) = H (t) H (Lb − Vl t) P sin
µ
j π Vl t
Lb
¶
. (8.14)
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mit der Heaviside-Funktion:
H (x) =
½
0 x < 0
1 x ≥ 0 . (8.15)
Die modale Masse, Steifigkeit, Frequenz und das Dämpfungsverhältnis sind mit m˜j , k˜j ,
ω˜j und ξ˜j bezeichnet, und
m˜j =
m¯Lb
2
(8.16)
ω˜j = (j π)2
s
EI
m¯L4b
(8.17)
k˜j = m˜j ω˜2j (8.18)
Die modale Antwort muß die Bewegungsgleichung erfüllen, daraus ergibt sich
m˜j y¨j (t) + 2 m˜j ω˜j ξ˜j y˙j (t) + k˜j yj (t) = f˜j (t) . (8.19)
Die Bewegungsgleichung kann durch Fourier-Transformation transformiert werden, und
das j-te Antwortspektrum ist
Yj (ω) = Zj (ω) Fj (ω) (8.20)
Dabei ist Zj (ω) die j-te Übertragungsfunktion, Fj (ω) ist das Spektrum der j-ten modalen
Last. Sie können wie folgt dargestellt werden.
Zj (ω) =
1
k˜j − m˜j ω2 + 2 m˜j ω˜j ξ˜j iω
(8.21)
Fj (ω) =
Z te
0
f˜j (t) e
− iω tdt (8.22)
Setzt man Gl. (8.14) in Gl. (8.22), ergibt sich
Fj (ω) =
P
ω¯2j − ω2
·
ω¯j −
1
2
(ω¯j + ω) e− i (ω¯j −ω)te −
1
2
(ω¯j − ω) e− i (ω¯j +ω)te
¸
(8.23)
mit
ω¯j =
j π Vl
Lb
. (8.24)
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Werden Gl. (8.21) und Gl. (8.23) in Gl. (8.20) eingesetzt und die inverse Fourier-
Transformation von Ym (ω) durchgeführt, dann ergibt sich die j-te modale Antwort.
y˜j (t) =
1
2π
Z ∞
−∞
Zj (ω) Fj (ω) eiω t dω (8.25)
Wenn man alle Modalbeiträge überlagert, kann die Antwort des Einfeldträgers, wie in Gl.
(8.12) dargestellt, exakt gelöst werden.
8.3.2. Antwort des von einer Reihe von Lasten belasteten
Einfeldträgers
Die Antwort des von einer Reihe beweglichen Lasten belasteten Einfeldträgers ist
komplizierter. Eine Veranschaulichung des Problems ist Abb. 8.16
  L   
P
Geschwindigkeit = konstant
EI = konstantm = konstant
_
PPP 1234
b
Abbildung 8.16.: Mit einer Reihe beweglicher Lasten belasteter Einfeldträger
Die modale Last kann als eine Überlagerung der modalen Lasten der einzelnen Lasten
(Gl. (8.14)) dargestellt werden.
f˜j (t) =
NLX
k=1
H (t− t0,k) H (Lb − Vl te,k) Pk sin
µ
j π Vl (t− t0,k)
Lb
¶
(8.26)
Dabei sind to,k und te,k die Zeiten, zu denen die k-te Last Pk den Träger erreicht
bzw. verläßt. NL ist die Anzahl der Lasten. Wenn der Verschiebungssatz der Fourier-
Transformation angewendet wird, ergibt sich
Fj (ω) =
1
ω¯2j − ω2
NLX
k=1
Pk
·
ω¯j −
1
2
(ω¯j + ω) e− i (ω¯j −ω)te,k
−1
2
(ω¯j − ω) e− i (ω¯j +ω)te,k
¸
e− iω t0,k (8.27)
Wird Gl. (8.27) in Gl. (8.25) eingesetzt, ergibt sich die modale Antwort.
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8.3.3. Die aus modaler Antwort resultierenden Auflagerkräfte
Die beiden Auflagerkräfte können mit Hilfe des Arbeitssatzes ermittelt werden. Die
Auflagerkräfte sind
RL (t) =
Z L
0
[f (x, t)− m¯ v¨ (x, t)]
µ
1− x
Lb
¶
dx (8.28)
RR (t) =
Z L
0
[f (x, t)− m¯ v¨ (x, t)] x
Lb
dx . (8.29)
Die Unterindexe L und R sind hier die linke und rechte Auflagerkraft. Der virtuelle
Arbeitssatz kann auch in der modalen Analyse angewendet werden, die entsprechenden
Auflagerkräfte sind dann:
RL,j (ω) = Fj (ω)
£
1 + m¯ω2 Z j (ω)
¤
ϕj (8.30)
RR,j (ω) = Fj (ω)
£
1 + m¯ω2 Z j (ω)
¤
ηj . (8.31)
Dabei sind
ϕj =
Z L
0
Φj (x)
µ
1− x
Lb
¶
dx (8.32)
ηj =
Z L
0
Φj (x)
x
Lb
dx (8.33)
8.3.4. Das gesamte Auflagerkraftspektrum
Das gesamte Auflagerkraftspektrum kann ermittelt werden, wenn das
Auflagerkraftspektrum aller Modalbeiträge des linken und
rechten Auflagers mit einer Verschiebung von (−Lb / Vl) zusammengerechnet wird. Das
gesamte Auflagerkraftspektrum kann wie folgt dargestellt werden.
RL,total =
∞X
j=1
RL,j (ω) +RR,j (ω) eiωLb /Vl (8.34)
Für die weiteren Berechnungen werden 30 Glieder der Reihe berücksichtigt.
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8.4. Einfluss der Trägerspannweite
Unterschiedliche Trägerspannweiten beeinflussen nicht nur den Ort der Vibrationsquelle,
sondern auch das Amplitudendichtespektrum der Belastung für jeden Pfeiler. Daher
wird der Einfluss der unterschiedlichen Trägerspannweiten, Zuggeschwindigkeiten sowie
Bodeneigenschaften in diesem Abschnitt untersucht.
8.4.1. Vorgaben
Ein 300 m langes Stück der Hochgeschwindigkeitstrasse (entsprechend der Zuglänge)
wird betrachtet. Die untersuchten Trägerspannweiten variieren von 6 bis 40 m (geplant:
30 m). Der Schritt beträgt 0,5 m. Bei der jeweiligen Spannweite werden so viele Pfeiler,
wie in diese 300 m Strecke hineinpassen, betrachtet. Der einzelne Pfeiler wird zu einem
3 m × 3 m Fundament vereinfacht.
Der gesamte Einfluss aller Pfeiler kann durch Überlagerung ermittelt werden. Daher
wird der Einfluss eines einzelnen Fundaments berechnet. Bei der Überlagerung
wird die Phasenverschiebung berücksichtigt. Die Phasenverschiebung zwischen zwei
nebeneinander liegenden Fundamenten ist
φ = 2π
Lb f
Vz
=
Lb ω
Vz
(8.35)
Dabei ist Lb die Spannweite Vz ist die Zuggeschwindigkeit f ist die Frequenz und ω die
Kreisfrequenz.
Ein 40 m × 50 m großer Bereich (erschütterungsempfindlicher Bereich), der 175
m von der Trasse entfernt liegt, wird betrachtet. In DIN 4150-1 (Erschütterungen
im Bauwesen)[71] wird die Schwinggeschwindigkeit als maßgebende Reaktionsgröße
angesetzt. In diesem Abschnitt wird daher der Mittelwert der Geschwindigkeitsamplitude
von diesem 40 m × 50 m großen Bereich berechnet.
Die Eigenschaften des Bodens sind: Schubmodulµ = 64800 kNm2 , Querkontraktionszahl
ν = 0, 4, Dichte ρ = 2000 kgm3 und Dämpfungsgrad β = 2%. Die entsprechende
Scherwellengeschwindigkeit beträgt 180 ms .
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8.4.2. Einfluss der Belastung bei unterschiedlicher Trägerspannweite
Zunächst wird die Übertragungsfunktion der Schwinggeschwindigkeit für Spannweiten
von 10 m bis 35 m (Schrittweite 5 m) bestimmt. Als Zuggeschwindigkeiten werden
200 km/h und 300 km/h betrachtet. Die Übertragungsfunktion gibt in Abhängigkeit der
Erregerfrequenz die Reaktion des betrachteten Bereiches für eine feste Erregeramplitude
(hier 1000 kN) an und ist in Abb. 8.17 und Abb. 8.18 dargestellt.
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Abbildung 8.17.: Übertragungsfunktion der Schwingungsgeschwindigkeit bei der
Zuggeschwindigkeit von 200 km/h
Abb. 8.19 bis Abb. 8.22 zeigen die Amplitudendichtespektren der Belastung für Vz =
200 km/h und Vz = 300 km/h. Dabei wird für den Brückenträger gemäß [49] EI =
1, 75× 108 kNm2 und m¯ = 38, 9 t/m angesetzt.
In diesen Abbildungen kann man erkennen, dass die größten Belastungen im unteren
Frequenzbereich (bis ca. 4 Hz) liegen. Im oberen Frequenzbereich gibt es einige kleine
Spitzen (vgl. logarithmische Darstellung in Abb. 8.20 und Abb. 8.22). Diese Spitzen
entstehen bei den Frequenzen f = j Vz /Lz. Dabei ist j = 1, 2, 3, · · ·. Lz ist die Länge
eines Waggons. Ju [49] bezeichnet diese Frequenzen als dominierende Frequenzen. Für
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Abbildung 8.18.: Übertragungsfunktion der Schwingungsgeschwindigkeit bei der
Zuggeschwindigkeit von 300 km/h
die Zuggeschwindigkeit von 200 km/h gibt es unter 5 Hz zwei dominierende Frequenzen
(2,22 und 4,44 Hz). Bei 300 km/h gibt es eine dominierende Frequenz (3,33 Hz).
Abb. 8.23 und Abb. 8.24 zeigen schließlich das Antwortspektrum für den
erschütterungsempfindlichen Bereich.
In den beiden Abbildungen kann man erkennen, dass die Antwort des Bodens bei den
dominierenden Frequenzen relativ groß ist. Aus den Antwortspektren ergibt sich, dass der
Einfluß des Belastungsspektrums über den Einfluß der Übertragungsfunktion dominiert.
8.4.3. Einfluss der Zuggeschwindigkeit und der Bodeneigenschaften
Um diese Einflüsse übersichtlich darzustellen, wird ein statistisches Verfahren
angewendet. Die Amplitude der Schwinggeschwindigkeit wird mit der Standard-
abweichung dargestellt, die sich aus dem Leistungsdichtespektrum bzw. der
Autokorrelationsfunktion [60] ergibt.
Das Leistungsdichtespektrum beschreibt, wie sich die Leistung einer Zeitreihe über
die Frequenz verteilt. Die mathematische Definition des Leistungsdichtespektrums ist
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Abbildung 8.19.: Amplitudendichtespektrum der Belastung bei einer
Zuggeschwindigkeit von 200 km/h (als lineares Koordinatensystem)
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Abbildung 8.20.: Amplitudendichtespektrum der Belastung bei einer
Zuggeschwindigkeit von 200 km/h (logarithmische Skala)
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Abbildung 8.21.: Amplitudendichtespektrum der Belastung bei einer
Zuggeschwindigkeit von 300 km/h (als lineares Koordinatensystem)
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Abbildung 8.22.: Amplitudendichtespektrum der Belastung bei einer
Zuggeschwindigkeit von 300 km/h (als logarithmische Skala)
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Abbildung 8.23.: Antwortspektrum bei einer Zuggeschwindigkeit von 200 km/h
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Abbildung 8.24.: Antwortspektrum bei einer Zuggeschwindigkeit von 300 km/h
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das Quadrat von einer Fourier-Transformation einer Zeitreihe durch eine entsprechende
Zeit. Sie kann wie folgt dargestellt werden.
Sx (ω) =
X (ω) X 0 (ω)
Tb
=
1
Tb
|X (ω)|2 (8.36)
Dabei istX 0 (ω) die konjugiert komplexe Zahl vonX (ω) . Und in dieser Arbeit ist Tb die
gesamte belastete Zeit.
Die Autokorrelationsfunktion beschreibt die Abhängigkeit zweier Werte einer
Zeitreihe. Es wird angenommen, dass eine Zeitreihe x (n), n = 1, 2, · · · , N , existiert.
Bei der Zeitdifferenz k ist die Definition der Autokorrelationsfunktion
Rx (k) =
1
N − k
N−kX
n=1
x (n) x (n+ k) (8.37)
Bei einer kontinuierlichen Funktion ergibt sich aus Gl. (8.37)
Rx (τ) =
1
T
Z T
0
x (t)x (t+ τ) dt . (8.38)
Für τ = 0 erhält man
Rx (0) =
1
T
Z T
0
x2 (t) dt . (8.39)
Rx (0) ist das Maximum der Funktion Rx (τ). Zum Zeitpunkt τ = 0 ist der
Mittelwert der Amplitude gleich Null. Daher ist Rx (0) die Varianz. Die Wurzel der
Rx (0) ist die Standardabweichung σ. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Amplitude die
Standardabweichung überschreitet, ist 31,73 Prozent. Die zweifache Standardabweichung
zu überschreiten ist nur 4,55 Prozent [74] .
Aus dem Wiener-Khintchin Theorem [60] ergibt sich, dass die Fourier-Transformierte
der Autokorrelationsfunktion genau dem Leistungsdichtespektrum entspricht.
F {Rx (τ)} = Sx (ω) (8.40)
Dabei bedeutet F {} die Fourier-Transformation. Aus der Gl. (8.40) ergibt sich
Rx (τ) =
1
2π
Z ∞
−∞
Sx (ω) eiω τ dω (8.41)
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und
Rx (0) =
1
2π
Z ∞
−∞
Sx (ω) dω . (8.42)
Die Standardabweichung kann wie folgt dargestellt werden.
σ =
s
1
2π
Z ∞
−∞
Sx (ω) dω (8.43)
Einfluss der Zuggeschwindigkeit
Die Standardabweichung der Schwinggeschwindigkeit in Abhängigkeit von der
Trägerspannweite bei sechs unterschiedlichen Zuggeschwindigkeiten sind in Abb. 8.25
dargestellt.
0 10 20 30 40
Spannweite [ m ]
0.0E+000
1.0E-005
2.0E-005
3.0E-005
4.0E-005
5.0E-005
G
es
ch
w
in
di
gk
ei
t [
 m
/s
 ]
200 km/h
220 km/h
240 km/h
260 km/h
280 km/h
300 km/h
320 km/h
Abbildung 8.25.: Standardabweichung der Schwingungsgeschwindigkeit von einer
unterschiedlichen Zuggeschwindigkeit in Bezug auf die Trägerspannweite
Man erkennt, dass die Antwort des Bodens bei einer Spannweite, die Resonanzen
verursachen kann, sehr groß ist. Z.B. bei Vz = 320 km/h und 30,5 m Spannweite ist
die dominierende Frequenz 3,55 Hz und die Eigenfrequenz der Brücke 3,58 Hz. Daraus
folgt, dass die Anwendung einer Resonanz-Spannweite vermieden werden sollte.
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Einfluss der Bodeneigenschaften
Außer den bisher angesetzten Bodenkennwerten (c2 = 180 m/s, µ = 64800 kN/m2)
werden noch drei weitere Böden betrachtet. Nur der Schubmodul ändert sich. Die
Scherwellengeschwindigkeiten dieser drei Böden betragen jeweils 140, 160 und 200 m/s.
Die Standardabweichungen der Schwinggeschwindigkeit sind in Abb. 8.26 dargestellt.
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Abbildung 8.26.: Standardabweichungen der Schwingungsgeschwindigkeiten der
unterschiedlichen Böden
Aus dieser Abbildung ergibt sich, dass die Antwort des Bodens mit zunehmender
Scherwellengeschwindigkeit kleiner wird. Die Tendenzen dieser Kurven sind jedoch sehr
ähnlich.
8.5. Die Wirkung des Isolationsgrabens
Die Wirkung eines passiven Isolationsgrabens wird an folgendem System untersucht:
• Sieben Brückenpfeiler (3 m × 3 m große Fundamente)
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• Abstand zwischen den Pfeilern: 12,5 m
• Zuggeschwindigkeit: 300 km/h
• Belastungen:
Eine Amplitude von 1000 kN und eine Frequenz von 3,3 Hz (die Phasenverschiebung
zwischen zwei Pfeilern ist π)
• Eigenschaften des Bodens:
• Schubmodul µ = 64800 kNm2 (c2 = 180 m/s)
• Querkontraktionszahl ν = 0, 4
• Dichte ρ = 2000 kgm3
• Dämpfungsgrad β = 2%
• Isolationsgraben:
0, 5 m × 60 m × 4 m groß und in einer Entfernung von 174 m zur Trasse
Es werden ein leerer (V = 0) und zwei gefüllte (V = 10 bzw. 100) Isolationsgräben
untersucht. Der Lageplan ist in Abb. 8.27 dargestellt.
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Abbildung 8.27.: Lageplan
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Ein 40 m × 50 m großer Bereich wird betrachtet. Um die Wirkung des
Isolationsgrabens beurteilen zu können, wird der Mittelwert des
Amplitudenreduzierungsfaktors von Beskos [23] angewendet.
A¯r =
1
A
Z
S
Ar dS (8.44)
Dabei ist Ar der Amplitudenreduzierungsfaktor. Er zeigt das Verhältnis der Amplituden
mit und ohne Isolationsgraben. S ist der betrachtete Bereich und A ist die Fläche des
Bereiches.
Da die Phasenverschiebung der Belastung zwischen zwei nebeneinander liegenden
Pfeilern π ist, kann man zunächst nur die Fundamente 1 und 3 betrachten. Durch
Spiegelung erhält man den Einfluss der Fundamente 5 und 7. Dann berechnet man den Fall
mit den Fundamenten 2 und 4. Die Belastung auf Fundament 4 wird halbiert. Durch die
Spiegelung kann man wiederum den Einfluss des Falles mit Fundamente 4 und 6 erhalten.
Am Ende kann man all diese Ergebnisse überlagern, um den Einfluss aller Fundamente
gleichzeitig zu berücksichtigen. Die Amplitudenreduzierungsfaktoren des betrachteten
Bereiches werden in Abb. 8.28 bis Abb. 8.30 dargestellt und die Mittelwerte in Tab. 8.7
angegeben.
V (Verhältniss) A¯r
0 1,0262
10 0,9337
100 0,7265
Tabelle 8.7.: Mittelwert des Amplitudenreduzierungsfaktors
Man kann in der Tabelle sehen, dass der leere Isolationsgraben die Schwingungen
nicht reduziert. Im Gegensatz dazu reduzieren die beiden gefüllten Isolationsgräben die
Schwingungen. Je steifer das Füllmaterial ist, desto besser wird das Isolationsergebnis .
Diese Ergebnisse stimmen mit den Ergebnissen des vorangegangenen Kapitels überein.
In Abb. 8.28 bis Abb. 8.30 kann man erkennen, dass sich im Bereich direkt hinter
dem leeren Isolationsgraben die Amplitude vergrößert hat. Im Gegensatz dazu verkleinert
sich die Amplitude im Bereich direkt hinter dem gefüllten Isolationsgraben. Man kann
sehen, dass die Amplitude von x = 175 bis 185 m relativ gut reduziert wird. Wenn
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Abbildung 8.28.: Amplitudenreduzierungsfaktor im Fall des leeren Isolationsgrabens
(V = 0)
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Abbildung 8.29.: Amplitudenreduzierungsfaktor im Fall des gefüllten Isolationsgrabens
(V = 10)
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Abbildung 8.30.: Amplitudenreduzierungsfaktor im Fall des gefüllten Isolationsgrabens
(V = 100)
man die Abmessungen des betrachteten Bereiches mit x = 175 bis 185 m wählt, wird
der Mittelwert des Amplitudereduzierungsfaktors im Verhältnis zur gesamten betrachteten
Fläche (x = 175 bis 215 m) noch kleiner sein. Daher wird der Mittelwert des
Amplitudereduzierungsfaktors auch kleiner sein, wenn man den Isolationsgraben in y-
Richtung verlängert oder der Isolationsgraben das zu schützende Gebiet auch seitlich
umfasst.
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9. Zusammenfassung und Ausblick
Ein durch eine harmonische Belastung beanspruchtes Fundament verursacht elastische
Raum- und Oberflächenwellen. Die Oberflächenwellen übertragen die meiste Energie;
die Abnahme ihrer Amplitude ist im Vergleich zu den Raumwellen geringer. Eine
Möglichkeit, empfindliche Fundamente gegen diese Oberflächenwellen abzuschirmen,
ist der passive Isolationsgraben.
Um die Wirkungsweise des Isolationsgrabens zu untersuchen, wird in dieser Arbeit die
Wellenausbreitung numerisch mit Hilfe der Rand-Element-Methode (REM) behandelt.
Die Berechung erfolgt als räumliches Problem, weil nur so die seitlich am
Isolationsgraben vorbeilaufenden bzw. gebeugten Wellen erfasst werden können.
Zur Reduktion des Rechenaufwandes werden folgende Verfahren angewendet:
• Automatische Wahl der Integrationsordnung nach Huang [48]
• Simulation mehrerer Erregerfundamente durch Überlagerung
• Zweistufiges Berechnungsverfahren, bei dem statt einem großen mehrere kleine
Gleichungssysteme gelöst werden müssen
Die in dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen umfassen eine Parameterstudie
an einem System mit zwei Fundamenten (Erreger, Empfänger) und einem passiven
Isolationsgraben. Außerdem wird ein System mit mehreren Erregerfundamenten
betrachtet. Die wesentlichen Ergebnisse sind:
• Die Fundamentmasse hat nicht zu vernachlässigenden Einfluss auf die Amplitude
beider Fundamente.
• Mit zunehmender Länge und Tiefe des Isolationsgrabens verbessert sich die
Abschirmwirkung degressiv. Der Isolationsgraben sollte so nah wie möglich an das
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zu schützende Fundament gelegt werden.
• Mit zunehmender Steifigkeit des Isolationsgrabens (größere Breite bzw. steiferes
Füllmaterial) verbessert sich die Abschirmwirkung.
• Ein leerer Isolationsgraben führt bei den untersuchten Systemabmessungen für
Erregerfrequenzen bis ca. 200 rad/s zu einer Vergrößerung der Amplitude des
Empfängers gegenüber dem System ohne Isolationsgraben. Bei höheren Frequenzen
(200 rad/s bis 400 rad/s) ist jedoch auch mit leeren Isolationsgräben eine Abschirmung
zu erreichen.
• Die Massendichte und die Eigendämpfung des Füllmaterials haben praktisch keinen
Einfluss auf die Abschirmwirkung.
• Am Beispiel einer auf Brückenpfeilern geführten Hochgeschwindigkeitstrasse wird ein
System mit mehreren Erregerfundamenten untersucht. Es zeigt sich, dass sich auch hier
mit der Steifigkeit des Füllmaterials das Isolationsergebnis verbessert.
Zukünftige Untersuchungen sollten folgende Punkte aufgreifen:
Die hier durchgeführten Parameteruntersuchungen zeigen nur Tendenzen auf. Anhand
detaillierterer Untersuchungen könnte ein vereinfachtes Modell für die Handrechung bzw.
eine Bemessungstabelle entwickelt werden, um aufgrund gegebener Parameter einen
passenden Isolationsgraben auszuwählen.
Der Einfluss der Nachbarbebauung wurde in dieser Arbeit nicht berücksichtigt. In der
Regel gibt es außer den zwei hier berücksichtigten Fundamenten noch andere Fundamente
bzw. Gebäude. Diese können das Isolationsergebnis beeinflussen und sollten daher in
konkreten Fällen berücksichtigt werden.
Außerdem kann man die Fundamente und die oberflächennahen Bodenschichten mit
Finiten Elementen simulieren. Die Böden in diesen Bereichen haben den größten Einfluss
auf die Reaktionen der Fundamente. Für diese Bereiche können so Nichtlinearitäten
und ortsabhängige Materialeigenschaften des Bodens berücksichtigt werden. In den
übrigen Bereichen kann man Rand-Elemente verwenden. So kann man die Vorteile beider
Methoden ausnutzen.
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A. Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen
a0 dimensionslose Frequenz
b Hälfte der Seitenlänge des Fundaments
B Breite des Isolationsgrabens
B1, B2, B3 Abmessung des Fundaments in x-, y- und z-Richtung
c1 Druckwellengeschwindigkeit
c2 Scherwellengeschwindigkeit
cR Geschwindigkeit der Rayleighwelle
Cvv vertikale Nachgiebigkeit des Fundaments
e1 , e2 relative Abweichung der Gauß-Quadratur in ξ1- und ξ2-Richtung
{e} Spaltenvektor, der aus Verschiebung und Drehwinkel des
Fundaments besteht
E1 , E2 Obergrenze der absoluten Abweichung der Gauß-Quadratur in
ξ1- und ξ2-Richtung
f zweidimensionale Funktion
fi , f
∼
, f∗i Volumenkraft
f˜j (t) Modale Last
F ∗i Volumenkraftauf Punkt p
Fj (ω) Spektrum der j-ten modalen Last
F {} Fourier-Transformation
g1 , g2 eindimensionale Funktion
G (ξ1, ξ2) Einflussfunktion
hs Komponente von [Ks]
H (x) Heaviside-Funktion
Hsi Komponente von [Ks]
I Integration
Io Obergrenze der Integration
Iu Untergrenze der Integration
|J | Jacobi-Determinante
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A. Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen
|J0| Jacobi-Determinante auf Ursprung des nomierten
Koordinatensystems
k˜j Modale Steifigkeit
K1 Kompressionswellenzahl
K2 Scherwellenzahl
[K] Umwandlungsmatrix
[K1] Umwandlungsmatrix bezogen auf Fundament 1
[K2] Umwandlungsmatrix bezogen auf Fundament 2
[Ks] Komponente der Matrix [K]
L Länge des Isolationsgrabens
L1 , L2 größte Ableitung von x∼ in Bezug auf ξ1 und ξ2
Lb Spannweite des Einfeldträgers
m Masse des Fundaments
m˜j Modale Masse
M ,N Integrationsordnung in ξ1- und ξ2-Richtung
Mi äußeres Moment
M
≈
T physikalische Formfunktion
n
∼
Normaleneinheitsvektor
n¯
∼
Normalvektor
N
≈
T geometrische Formfunktion
Nk Gesamtknotenanzahl
Nk1 Knotenanzahl in Zone I und II
O ( ) Ordnung der Singularität
P Last
p(ξ
∼
) Lastpunkt, ein innerer Punkt
Pi äußere Kraft
P (y
∼
) Randpunkt
{P} äußere Belastung des Fundaments
q(x
∼
) Feldpunkt, ein innere Punkt
Q gesamte Knotenanzahl unter dem starren Fundament
Q(z
∼
) Randpunkt
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r Abstand zwischen Lastpunkt und Feldpunkt
Index r Knotennummer im Element
ri , r∼
von Lastpunkt zu Feldpunkt gerichteter Vektor
R kleinste r in einem Element
R¯ größte r in einem Element
RL (t), RR (t) linke und rechte Auflagerkraft
RL,j (ω), RR,j (ω) j-te linke und rechte modale Auflagerkraft
RL,total gesamtes Auflagerkraftspektrum
Rx () Autokorrelationsfunktion
Index s Knotennummer
S Gebietsrand
Sijk Spannungsgrundlösung
Sx (ω) Leistungsdichtespektrum
[S] Umwandlungsmatrix, die die Beziehung zwischen {u} und {e}
beschreibt
[S1] Umwandlungsmatrix in Bezug auf das erste Fundament
[S2] Umwandlungsmatrix in Bezug auf das zweite Fundament
[Ss] Komponente der Matrix {S}
t Zeit
te Zeit, zu der die Last das rechte Auflager passiert
ti , t
∼
Randspannung
t∗i Randspannung, die von der Punktlast verursacht wird
{t} Randspannungen der unter dem Fundament liegenden Knoten
{t}e Randspannungen der unter dem ersten Fundament liegenden
Knoten, in der oberen Bodenschicht
{t}f Randspannungen der Knoten, die an der Grundoberfläche
außerhalb den Fundamente und Isolationsgraben liegen
{t}l Randspannungen der Knoten, die zwischen zwei
Bodenschichten liegen, in der oberen Bodenschicht
{t}t Randspannungen der Knoten, die zwischen der oberen
Bodenschicht und dem Isolationsgraben liegen, in der oberen
Bodenschicht
{t}z Randspannungen der unter dem zweiten Fundament liegenden
Knoten, in der oberen Bodenschicht
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{tI}− {tIV } Randspannungen der Knoten, die in der Zone I bis IV liegen
{tT}o Randspannungen der Knoten, die im Isolationsgraben zwischen
der oberen Bodenschicht und dem Isolationsgraben liegen
{tT}t Randspannungen der Knoten, die im Isolationsgraben an der
Grundobfläche liegen
{tU} Randspannungen der Knoten der unteren Bodenschicht
T Tiefe des Isolationsgrabens
Tb gesamte belastete Zeit
Tij , T
≈
(x
∼
, y
∼
,ω) Randspannungsgrundlösungdes dynamischen Problems
T¯ij , T¯≈
(x
∼
, y
∼
) Randspannungsgrundlösung des statischen Problems
[TI I ]− [TIV IV ] Randspannungsgrundlösung bezogen auf die Zone I bis IV
[TO] Randspannungsgrundlösung bezogen auf die obere Bodenschicht
TR Rechenzeit
[TT ] Randspannungsgrundlösung bezogen auf den Isolationsgraben
[TU ] Randspannungsgrundlösung bezogen auf die untere Bodenschicht
ui, u∼ Verschiebung
u∗i Verschiebung, die von der Punktlast verursacht wird
{u} Verschiebungen der unter dem Fundament liegenden Knoten
{u}e Verschiebungen der unter dem ersten Fundament liegenden
Knoten, in der oberen Bodenschicht
{u}f Verschiebungen der Knoten, die außerhalb der Fundamente und
Isolationsgraben liegen, in der oberen Bodenschicht
{u}l Verschiebungen der Knoten, die zwischen zwei Bodenschichten
liegen, in der oberen Bodenschicht
{u}t Verschiebungen der Knoten, die zwischen der oberen Bodenschicht
und dem Isolationsgraben liegen, in der oberen Bodenschicht
{u}z Verschiebungen der unter dem zweiten Fundament liegenden Knoten
in der oberen Bodenschicht
{uI}− {uIV } Verschiebungen der Knoten, die in der Zone I bis IV liegen
{uT}o Verschiebungen der Knoten, die im Isolationsgraben zwischen der
oberen Bodenschicht und dem Isolationsgraben liegen
{uT}t Verschiebungen der Knoten, die im Isolationsgraben an der
Grundobfläche liegen
{uU} Verschiebungen der Knoten von der unteren Bodenschicht
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Uij , U
≈
(x
∼
, y
∼
,ω) Verschiebungsgrundlösungdes dynamischen Problems
U¯ij , U¯≈
(x
∼
, y
∼
) Verschiebungsgrundlösung des statischen Problems
[UI I ]− [UIV IV ] Verschiebungsgrundlösung bezogen auf die Zone I bis IV
[UO] Verschiebungsgrundlösung in Bezug auf die obere Bodenschicht
[UT ] Verschiebungsgrundlösung in Bezug auf die Isolationsgraben
[UU ] Verschiebungsgrundlösung in Bezug auf die untere Bodenschicht
v (x, t) Verschiebung des Einfeldträgers
V Gebiet
Vl Geschwindigkeit der Last
Vz Zuggeschwindigkeit
Wi Gewichtsfaktor
x
∼
, y
∼
, z
∼
Ortsvektor
x (n) Zeitreihe
xci Koordinaten des Punktes, der direkt unter dem Schwerpunkt des
Fundaments auf der x-y-Ebene liegt
xsi Koordinaten des Knoten s
X (ω) Antwortspektrum
y˜j die j-te modale Verschiebungsreaktion
Yj (ω) j-tes Antwortspektrum
Zj (ω) j-te Übertragungsfunktion
β Hysteretische Dämpfungsgrad
δ Dirac-Deltafunktion
δij Kronecker-Delta-Symbol
δ1 , δ2 Obergrenze der relativen Abweichungen in ξ1- und ξ2-Richtung
∆i Verschiebung des Schwerpunktes vom Fundament
εij Verzerrung
φ Phasenverschiebung
φi Drehwinkel des Fundaments
Φj (x) die j-te Eigenform
λ Lamesche Konstante
λ∗ modifizierte Lamesche Konstante
[Θ] Umwandelungsmatrix
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[Θ1] Umwandelungsmatrix bezogen auf Fundament 1
[Θ2] Umwandelungsmatrix bezogen auf Fundament 2
µ Lamésche Konstante
µ∗ modifizierte Lamésche Konstante
ν Querkontraktionzahl
ξ
∼
Ortsvektor des inneren Punktes p
ξ˜j Dämpfungsverhältnis
(ξ1, ξ2) Koordinaten im normierten Koordinatensystem
% Dichte
(ρ, θ) Polarkoordinaten
σ Standardabweichung
σij ,σ∗ij Spannung
ω Frequenz
ω˜j Modale Frequenz
’’,’’ im Unterindex Ableitung in Bezug auf den Raum
’’.’’ im Unterindex Ableitung in Bezug auf die Zeit
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